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مقدمه
نوشته شد ارائه خسروی دکتر توسط ۱۴۰۴ پاییز در که عام» نسبیت با «آشنایی درس از الهام با محتوا، این
Έی مͳ کنم فکر که ͳروش به را نظریه صرفاً نیست. درس جزوە ی نوشته، این که کنید توجه است. شده
ͳسوالات فصل، هر ابتدای در . نوشتە ام است)، منطبق درس محتوای با هم حدی تا (که دارد ͳمنطق سیر
را نپرداختە ام) آن ها ΁پاس به متن این در که هستند ͳپرسش قابل سوالات (یا ندارم آن ها برای جوابی که

نوشتە ام.
هستند: این ها نمͳ پردازم آن ها ͳمعرف به ͳول مͳ کنم استفاده آن ها از و هستند لازم که پیشنیازهایی

Έکلاسی Έانی΋م از ͳهمیلتون و لاگرانژی فرمول بندی ●

(ماکسول) Έکلاسی ال΋ترومغناطیس ●

هم وردا ال΋ترومغناطیس و خاص نسبیت ●

تانسورها تبدیلات و تعاریف ●

گرفته کار به اینشتین جم΄ قاعدە ی و مͳ گیرم (−+++) را ͳ΋مینکوفس Έمتری متن، این طول در
شود). گفته آن خلاف که آن (مΎر مͳ شود



۱ فصل

اس΋الر میدان

سوالات:

فهمید مͳ توان کجا از چیست؟ لاگرانژی وجود برای سیستم Έی Έدینامی روی ͳکاف و لازم شرط .۱
کرد؟ بیان لاگرانژی فرمالیسم در را سیستم Έی Έدینامی مͳ توان اصلا̈ که

آن در ∂ϕ/∂x تابعیت که طوری به کنم پیوسته را گسسته لاگرانژی دقیق، طور به نتوانستم من .۲
خوشحال توانستید، شما اگر داد. انجام را کار این بتوان دقت ͳکم با مͳ کنم فکر ͳول شود. ایجاد

بΎویید! هم من به مͳ شوم

جواب اگر ͳول ریاضͳ؛ ͳراحت دلیل به فقط (احتمالا˦ نمͳ کنیم؟ استفاده را ͳهمیلتون فرمالیسم چرا .۳
بΎذارید.) میان در من با مͳ توانید دارید بهتری

ͳول داره دو مرتبه مشتق گالیلئون مͳ گیریم؟ اول مرتبە ی مشتقات از ͳتابع رو لاگرانژی فقط چرا .۴
مͳ شه. دو مرتبه حرکتش معادلە ی ͳول

مͳ شم. خوشحال تر ببینم مͳ کردیم حذفشون که شبح هایی از دقیق تری فرمول بندی .۵

Έکلاسی میدان تا Έکلاسی Έانی΋م از ۱ .۱
تک⁃ سیستم Έی حال نوشت. لاگرانژی فرمالیسم در مͳ توان ً لزوما را نیوتن معادلات که است ΀واض
لاگرانژی بΎیرید. نظر در شدە اند بسته یΈ دیΎر به که مشابه جرم⁃و⁃فنرهای از متش΋ل ͳنسبیت غیر ب̌عدی

مͳ نویسم: را سیستم این

L({ϕn}, {ϕ̇n}) =
۱
۲m

∑
n

ϕ̇۲
n − ۱

۲k
∑
n

(ϕn − ϕn−۱)
۲ (۱ .۱)

مͳ نویسم: را (اویلر⁃لاگرانژ) حرکت معادلات است. تعادل حالت از nاُم جسم جابە جایی ϕn آن، در که

∂L

∂ϕn
− d

dt

(
∂L

∂ϕ̇n

)
= ۰ (۲ .۱)

مͳ آید: دست به ساده جایΎذاری با

mϕ̈n = −k
(
۲ϕn(t)− ϕn−۱(t)− ϕn+۱(t)

)
۵



اس΋الر میدان .۱ فصل ۶

تعریف موضوع، این دادن نشان برای است. دوم مشتق گسستە شدە ی رم فُ با متناسب پرانتز، درون جملە ی
مͳ کنم:

∆[f(ϕn)] :=
f(ϕn)− f(ϕn−۱)

δx

دو با است. مشتق گسستە شدە ی رم فُ این است. تعادل حالت در ͳمتوال جرم دو بین فاصلە ی δx آن در که
مͳ آید: دست به این اعمال بار

∆[∆[f(ϕn)]] = ∆[
f(ϕn)− f(ϕn−۱)

δx
]

=
f(ϕn)− f(ϕn−۱)− f(ϕn−۱) + f(ϕn−۲)

δx۲

پس:

∆[∆[f(ϕn+۱)]] =
f(ϕn+۱)− ۲f(ϕn) + f(ϕn−۱)

δx۲

مͳ آید: در زیر صورت به حرکت معادلە ی بنابراین،

mϕ̈n(t) = kδx۲∆[∆[ϕn+۱(t)]]

صورت، این در ͳول δx → ۰ ͳیعن پیوسته حد کنم. ͳبررس را معادله این پیوستە ی حد مͳ خواهم حال
مͳ کنم: تعریف پس مͳ روند. بینهایت سمت به nها از ͳبعض

x := nδx

مͳ کنم: ͳبازنویس را معادله مͳ زنم. برچسب x با n بە جای را ϕها بعد، به این از و

m

δx
ϕ̈(x, t) = kδx∆[∆[ϕ(x+ δx, t)]]

µϕ̈(x, t) = κ∆[∆[ϕ(x+ δx, t)]]

آن: در که
µ :=

m

δx
, κ := kδx

عمل تعریف از که کنید توجه مͳ دهم. میل صفر به را δx ،(m, k نه (و µ, κ نگە داشتن ثابت با حال
که: دید مͳ توان ∆

lim
δx→۰

∆[ϕ(x+ δx, t)] =
∂ϕ(x, t)

∂x
پس:

lim
δx→۰

∆[∆[ϕ(x+ δx, t)]] =
∂۲ϕ(x, t)

∂x۲

داشت: خواهیم نهایتاً شده. استفاده هم ͳپیوستگ از نتایج این در که

v۲ ∂
۲ϕ

∂x۲ − ∂۲ϕ

∂t۲
= ۰ v :=

√
κ/µ

است. v ثابت سرعت با موج معادلە ی Έی که
مͳ کنم: ͳبازنویس زیر صورت به را لاگرانژی ابتدا بنویسم. را لاگرانژی پیوستە ی حد مͳ خواهم حال

L[ϕ(x), ϕ̇(x)] =
۱
۲µ
∑
x

ϕ̇(x)۲δx− ۱
۲κ
∑
x

۱
δx

(
∆[ϕ(x)]δx

)۲



۷ اس΋الر میدان اویلر⁃لاگرانژ معادلات .۲ .۱

مͳ آید: در زیر صورت به (δx→ ۰ ͳیعن) آن پیوستە ی حد وضوح، به

L[ϕ(x), ϕ̇(x)] =

∫ [ ۱
۲µϕ̇

۲ − ۱
۲κ
(
∂ϕ

∂x

)۲]
dx

مͳ کنم: تعریف را لاگرانژی ͳالΎچ

L[ϕ(x), ϕ̇(x)] := ۱
۲µϕ̇

۲ − ۱
۲κ
(
∂ϕ

∂x

)۲

مͳ شود: نش کُ پس

S =

∫∫
L[ϕ(x), ϕ̇(x)] dx dt

(درواق΄ شد تبدیل همΎرا انتگرال تعدادی به عبارت ها همە ی است. خوب چیز همه مͳ رسد نظر به
کردن پیوسته واضحاً نوشتم. را پیوسته نظریە ی و شوند) همΎرا این ها که کردم تعریف طوری را µ, κ
آیا مͳ شود: مطرح ͳسوال این جا در بود. حرکت معادلات کردن پیوسته از سرراست تر ͳخیل لاگرانژی

کرد؟ استخراج آن از را حرکت معادلات و کرد پیوسته را لاگرانژی مͳ توان
استفاده برای ͳیعن نیست. مم΋ن (۲ .۱) پیوستە ی حد از مستقیم استفادە ی که مͳ بینید کنید، دقت اگر
از مͳ توان را مش΋ل این کرد. پیوسته دوباره و نوشت را معادله کرد، گسسته مجدداً باید معادله، آن از
که مͳ کنم ͳفرض این جا در فهمید. هم ندارد ∂ϕ/∂x جداگانە ی تابعیت لاگرانژی پیوستە ی حد که این
است این هم آن و نمͳ کند). ایجاد ͳتفاوت مثال، این برای که مͳ دهم نشان ادامه در ͳول) نیست ͳبدیه
تبدیل L[ϕ, ϕ̇, ∂ϕ/∂x] به آن عبارت دادن تغییر بدون را L[ϕ(x), ϕ̇(x)] لاگرانژی همین مͳ توان که

کرد. محاسبه پیوسته اویلر⁃لاگرانژ از را حرکت معادلات و کرد

اس΋الر میدان اویلر⁃لاگرانژ معادلات ۲ .۱
مͳ آورم. دست به آن برای را اویلر⁃لاگرانژ و مͳ گیرم عام اس΋الر میدان Έی را ϕ این جا در

اول مرتبە ی مشتقات با لاگرانژی ۱ .۲ .۱
مͳ گیرم: نظر در زیر صورت به لاگرانژی ͳالΎچ Έی

L(ϕ, ∂µϕ, xµ)

کنم: اکسترمم هستند، برابر نقطه دو این در که xB تا xA از مسیرهایی روی را نش کُ مͳ خواهم

S =

∫
d۴xL(ϕ, ∂µϕ, xµ)

کند: تغییر نباید نش کُ اول مرتبە ی تا دهیم، تغییر ͳکم را اکسترم̌م مسیر اگر حال

δS =

∫
d۴x δL(ϕ, ∂µϕ, xµ) = ۰

پس:

۰ =
∫

d۴x

(
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L
∂∂µϕ

∂µδϕ

)



اس΋الر میدان .۱ فصل ۸

:ͳطرف از
∂L
∂∂µϕ

∂µδϕ =
d

dxµ

(
∂L
∂∂µϕ

δϕ

)
− d

dxµ

(
∂L
∂∂µϕ

)
δϕ

پس:

۰ =
∫

d۴x

(
∂L
∂ϕ

− d

dxµ

(
∂L
∂∂µϕ

))
δϕ

پس: .δϕ هر ازای به
∂L
∂ϕ

− d

dxµ

(
∂L
∂∂µϕ

)
= ۰

مͳ شود: صفر ۴⁃ب̌عدی استوکس قضیە ی دلیل به کامل، مشتق جملە ی که کنید ∫توجه
Ω

dnx ∂µf(x) =

∫
∂Ω

dS nµf(x)

مشتق جملە ی هر که است ΀واض شود. صفر هم بینهایت در δϕ که است این نیازمند این شدن صفر و
ردە ی Έی ندارد. تاثیری هیچ حرکت معادلە ی در و مͳ رود بین از طریق همین به لاگرانژی، در کامل

مͳ کنم: تعریف زیر ش΋ل به هم ارزی

L(ϕ, ∂µϕ, xµ) ∼ L′(ϕ, ∂µϕ, x
µ) ⇐⇒ ∃F (ϕ, ∂µϕ, xµ) : L−L′ =

d

dxµ
Fµ(ϕ, ∂µϕ, x

µ)

نتیجه ͳسان΋ی حرکت معادلە ی دارند، قرار هم ارزی ردە ی Έی در که لاگرانژی هایی همە ی که آن جایی از
نماد از (=) تساوی بە جای ͳمواقع چنین در مͳ گیرم. معادل را این ها یادداشت، این انتهای تا مͳ دهند،

مͳ کنم. استفاده (≡) هم ارزی

دوم مرتبە ی مشتقات با لاگرانژی ۲ .۲ .۱
مͳ گیرم: نظر در را زیر لاگرانژی حال

L(ϕ, ∂µϕ, ∂µ∂νϕ, x)

را مͳ شود اضافه ͳقبل روش به که ͳجملات فقط ،ͳسادگ برای است. قبل قسمت روش همان روش،
مͳ نویسم:

۰ =
∫

d۴x

(
· · ·+ ∂L

∂∂µ∂νϕ
∂µ∂νδϕ

)
=

∫
d۴x

(
· · · − d

dxµ

(
∂L

∂∂µ∂νϕ

)
∂νδϕ

)
=

∫
d۴x

(
· · ·+ d

dxµ
d

dxν

(
∂L

∂∂µ∂νϕ

))
δϕ

به: مͳ شود تبدیل حرکت معادلە ی پس

∂L
∂ϕ

− d

dxµ

(
∂L
∂∂µϕ

)
+

d

dxµ
d

dxν

(
∂L

∂∂µ∂νϕ

)
= ۰

نوشت. هم بالاتر مراتب مشتقات مͳ توان ترتیب همین به



۹ اس΋الر میدان همیلتون معادلات .۳ .۱

اس΋الر میدان همیلتون معادلات ۳ .۱
دارد: وجود آن برای روش دو مͳ دهم. تعمیم میدان ها به را ͳهمیلتون روش بخش، این در

رم «فُ روش این به .Έانی΋م در ͳهمیلتون رایج روش همان و فضایی از ͳزمان تحول کردن جدا .۱
آن بودن ناهم وردا الزاماً معنای به این که کنید دقت مͳ گویم. همیلتون معادلات ناهم وردا» ی

نمͳ کند. تضمین را بودن هموردا آن رم فُ صرفاً نیست.

تکانە ی شدن ۴⁃بردار و هندسه شدن چند⁃همتافته۱ بهای به زمان کردن جدا بدون روش نوشتن .۲
ͳباق هم وردا معادلات رم فُ ͳول ندارد ͳواضح تعمیم روش این در هم پواسون کروشە ی .Έکانونی

مͳ ماند.

ناهم وردا ف͙رم ۱ .۳ .۱
مͳ کنم: تعریف را ϕ مزدوج تکانە ی میدان

π(x) :=
∂L
∂ϕ̇

مͳ دهد: نتیجه (اویلر⁃لاگرانژ) حرکت معادلات

∂L
∂ϕ

− π̇ −∇ · ∂L
∂∇ϕ

= ۰

پس:

π̇ =
∂L
∂ϕ

−∇ · ∂L
∂∇ϕ

تغییر dL Έکوچ اندازە ی به آن لاگرانژی ͳالΎچ میدان، در Έکوچ تغییر Έی ͳط کنید فرض حال
مͳ نویسم: کند.

dL =
∂L
∂ϕ

dϕ+
∂L
∂ϕ̇

dϕ̇+
∂L
∂∇ϕ

· d(∇ϕ) +∇L · dx+
∂L
∂t

dt

=
∂L
∂ϕ

dϕ+ π dϕ̇−∇ · ∂L
∂∇ϕ

dϕ+∇ ·
(
∂L
∂∇ϕ

dϕ

)
+∇L · dx+

∂L
∂t

dt

= π̇dϕ− ϕ̇dπ + d
(
πϕ̇
)
+∇ ·

(
∂L
∂∇ϕ

dϕ

)
+∇L · dx+

∂L
∂t

dt

مͳ کنم: تعریف را ͳهمیلتون ͳالΎچ

H(π, ϕ;x, t) := πϕ̇− L

بنابراین:

dH = ϕ̇dπ − π̇dϕ−∇ ·
(
∂L
∂∇ϕ

dϕ

)
−∇L · dx− ∂L

∂t
dt

مͳ کنم: تعریف را ͳهمیلتون

H(π, ϕ; t) :=

∫
d۳x H(π, ϕ;x, t)

ⅿuⅼti−syⅿpⅼeⅽtiⅽ۱



اس΋الر میدان .۱ فصل ۱۰

پس: ندارد. فضایی صریح تابعیت ͳهمیلتون که است ΀واض

dH =

∫
d۳x

(
ϕ̇dπ − π̇dϕ− ∂L

∂t
dt

)
که: است ΀واض ͳهمیلتون تعریف از

dH[ϕ, π] =

∫
d۳x

(
∂H

∂ϕ
dϕ+

∂H

∂π
dπ

)
مͳ دهد: را همیلتون معادلات ،ͳقبل معادلە ی با مقایسه

∂H

∂ϕ
= −π̇ ,

∂H

∂π
= ϕ̇

نظریە ی هر الالاصول ͳول ندارند. هم وردا رم فُ معادلات روش این در است، مشخص که همان طور
نوشت. هم ش΋ل این به مͳ توان را هم وردایی

هم وردا ف͙رم ۲ .۳ .۱
مͳ کنم: تعریف را ϕ مزدوج تکانە ی ۴⁃بردار

πµ(x) :=
∂L
∂∂µϕ

مͳ نویسم: را اویلر⁃لاگرانژ
∂L
∂ϕ

= dµπ
µ = ∂µπ

µ

مͳ نویسم: را dL حال

dL =
∂L
∂ϕ

dϕ+
∂L
∂∂µϕ

d(∂µϕ) + ∂µL dxµ

= ∂µπ
µdϕ+ πµ d(∂µϕ) + ∂µL dxµ

= ∂µπ
µdϕ+ d(πµ∂µϕ)− ∂µϕ dπµ

مͳ کنم: تعریف را ͳهمیلتون ͳالΎچ

H := πµ∂µϕ− L

پس:
dH = −∂µπµ dϕ+ ∂µϕ dπµ

مͳ آید: دست به حرکت معادلات پس

∂H
∂ϕ

= −∂µπµ ,
∂H
∂πµ

= ∂µϕ

این شد. ۴⁃بردار Έی ϕ اس΋الر مزدوج تکانە ی ناچار، به ͳول هستند هم وردا خود به خود معادلات این
΀واض چندان آن به پواسون کروشە ی تعمیم مͳ شود باعث و مͳ کند پیچیدە تر را مسئله هندسە ی موضوع
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احتمالا˦ نیست. ͳهمیلتون فرمالیسم بودن» «معیوب برای ͳواضح دلایل این ها از هیچ کدام ͳول نباشد.
است. ͳهمیلتون زدن حدس از سادە تر لاگرانژی زدن حدس صرفاً ͳول ندارد جدی ای مش΋ل روش این

معادلە ی مثلا̈ بΎیریم یاد هم را ساختن ͳهمیلتون که کرده مجبور را ما ͳکوانتوم Έانی΋م هرچند
آزاد: میدان Έی

H =
۱
۲πµπ

µ

مͳ دهد: ͳهمیلتون این هم وردای حرکت معادلە ی است.

∂µπ
µ = ۰

∂µϕ = πµ

قسمت بهتر، فهم برای است. میدان حسب بر تکانه تعریف ͳدوم و است تکانه و انرژی ͳپایستگ ͳاول که
نشان j با را آن دیΎر مولفە ی سه و p با را تکانه ۴⁃بردار صفرم مولفە ی مͳ کنم. باز را ͳزمان و فضایی

مͳ دهم:
∂p

∂t
+∇ · j = ۰

∂ϕ

∂t
= p

−∇ϕ = j

پس:
∂۲ϕ

∂t۲
−∇۲ϕ = ۰

ش΋ل به را ͳهمیلتون اگر است. موج معادلە ی که

H =
۱
۲πµπ

µ + V(ϕ)

مͳ داد: نتیجه مͳ نوشتم،
∂۲ϕ

∂t۲
−∇۲ϕ = −V ′(ϕ)

تکانه عنوان به را مولفە ها ͳباق و انرژی عنوان به را πµ ۴⁃بردار صفرم مولفە ی نمͳ توان که کنید دقت
ͳهمیلتون ͳالΎچ با شد، تعریف هم وردا) رم (فُ این جا در که همیلتونͳ ای ͳالΎچ همچنین کرد. تعبیر

قبلیست. روش π همان روش، این π۰ درواق΄، نیست. برابر ناهم وردا) رم (فُ قبل بخش

پواسون کروشە ی ۳ .۳ .۱
هم وردای رم فُ که مͳ دهم نشان سپس و مͳ کنم تعریف ناهم وردا رم فُ برای را پواسون کروشە ی ابتدا

نمͳ کند. پیدا تعمیم ͳسادگ به ،ͳهمیلتون
بΎیرید: نظر در را مشاهدە پذیر Έی

Q(ϕ, π)

نوشت: مͳ توان

d

dt
Q =

∂Q

∂ϕ
ϕ̇+

∂Q

∂π
π̇

=
∂Q

∂ϕ

∂H

∂π
− ∂Q

∂π

∂H

∂ϕ

=: {Q,H}
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بΎیرید: نظر در را مشاهدە پذیر هم باز بΎیرید. نظر در را ͳهمیلتون هم وردای رم فُ حال

Q(ϕ, πµ)

نوشت: مͳ توان
d

dxµ
Q =

∂Q

∂ϕ
∂µϕ+

∂Q

∂πν
∂µπ

ν

:ͳطرف از
∂H
∂ϕ

= −∂µπµ ,
∂H
∂πµ

= ∂µϕ

پس:
d

dxµ
Q =

∂Q

∂ϕ

∂H
∂πµ

+
∂Q

∂πν
∂µπ

ν

که نوشت ͳهمیلتون ͳالΎچ برحسب ͳراحت به نمͳ توان را دوم جملە ی است، مشخص که همان طور
کرد. تعریف آن روی از را پواسون کروشە ی

تقارن ۴ .۱
و مͳ دهم نشان را آن عکس و نوتر قضیە ی مͳ کنم؛ ͳبررس را میدان Έدینامی روی تقارن قید بخش این در
(متناظر فضا⁃زمان» در دوران تحت «تقارن و فضا⁃زمان» در انتقال تحت «تقارن خاص مثال دو برای

مͳ نویسم. را آن همسانگردی) و ͳنΎهم با

نوتر قضیە ی ۱ .۴ .۱
مͳ کنم: تعریف بΎیرید. نظر در را Tϵ : ϕ→ ϕ مثل دلخواه پیوستە ی۲ تبدیل Έی

δϵ := Tϵ − 1

بنابراین:
Tϵ(ϕ) = ϕ+ δϵϕ

اگر تنها و اگر مͳ گویم سیستم تقارن δ عمل به

L(Tϵ(ϕ), ∂µTϵ(ϕ), xµ) ∼ L(ϕ, ∂µϕ, xµ)

ادعا:
که: چنان یافت jµ(x) مانند پایسته جریان Έی مͳ توان پیوسته، تقارن هر ازای به

∂µj
µ(x) = ۰

مͳ کنم: تعریف ͳسادگ برای بΎیرید. نظر در را T تبدیل اثبات:

δL := L(Tϵ(ϕ), ∂µTϵ(ϕ), xµ)− L(ϕ, ∂µϕ, xµ)

مͳ نویسم: تقارن تعریف از

∃F (ϕ, ∂µϕ, xµ) : δϵL = dµF
µ

پیوسته انعکاس ͳول هستند پیوسته انتقال و دوران مثلا̈ کرد. Έنزدی ͳهمان به را آن بتوان دلخواه اندازە ی به ͳیعن پیوسته ۲تبدیل
نیست.



۱۳ انرژی⁃تکانه تانسور .۵ .۱

کرد: ͳبازنویس را این چپ سمت مͳ توان ،Έکوچ ϵ ازای به که مͳ دانم ͳپیوستگ از

∂L
∂ϕ

δϵϕ− dµ

(
∂L
∂∂µϕ

)
δϵϕ+ dµ

(
∂L
∂∂µϕ

δϵϕ

)
= dµF

µ

پس: مͳ شوند. حذف اول جملە ی دو حرکت معادلات از

dµ

(
∂L
∂∂µϕ

δϵϕ− Fµ

)
= ۰

کنم: تعریف اگر پس

j̃µ(ϕ, ∂µϕ, x
µ) :=

∂L
∂∂µϕ

δϕ− Fµ

آن گاه:
dµj̃

µ = ۰

کنم: تعریف اگر همچنین
jµ(x) := j̃µ(ϕ(x), ∂µϕ(x), x

µ)

آن گاه:
∂µj

µ = ۰

دهم، نمایش j و ρ با ترتیب به را jµ ͳزمان و فضایی قسمت اگر است. پایسته» «جریان Έی این
مͳ شود: نتیجه

∂ρ

∂t
+∇ · j = ۰

است. j جریان و ρ ͳالΎچ با ͳکمیت ͳموضع ͳپایستگ معادلە ی که
میزان به مͳ توان ϵ تنظیم با کردم فرض که کردە ام استفاده جایی در ͳپیوستگ فرض از که کنید توجه

نوشتە ام. را آن اول مرتبە ی جملات تنها بنابراین و کرد Έکوچ را δϵϕ ͳدلخواه

نوتر قضیە ی عکس ۲ .۴ .۱
مͳ نویسم شد وقت اگه بعداً

انرژی⁃تکانه تانسور ۵ .۱
باشد: ناوردا فضا⁃زمان در انتقال تحت لاگرانژی کنید فرض

Tϵ[ϕ(x)] = ϕ(xµ + ϵµ)

مͳ شود: دیده ϵ≪ ۱ ازای به
δϵϕ = ϵµ∂µϕ

δL = ϵµdµL = dµ(ϵ
µL)

مͳ آید: دست به نوتری جریان

jµ =
∂L
∂∂µϕ

ϵν∂νϕ− ϵµL
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مͳ کنم: تعریف

Tµ
ν :=

∂L
∂∂µϕ

∂νϕ− δµνL

دست به نوتری جریان ͳپایستگ معادلە ی صورت این در مͳ گویم. انرژی⁃تکانه» «تانسور موجود، این به
مͳ آید:

∂µT
µ
ν = ۰

:ͳهمیلتون هم وردای رم فُ حسب بر همچنین

Tµ
ν = πµ ∂H

∂πν
− δµν

(
πη ∂H
∂πη

−H
)

کلاین⁃گوردون لاگرانژی برای مثال، عنوان به

L =
۱
۲η

µν∂µϕ∂νϕ− ۱
۲m

۲ϕ۲

نوشت: را آن انرژی⁃تکانە ی تانسور مͳ توان دارد. فضا⁃زمان در انتقال تقارن

Tµ
ν = ∂µϕ ∂νϕ− δµνL

دیΎر: عبارت به یا
Tµν = ∂µϕ ∂νϕ− ηµνL

نقطە ای جرم انرژی⁃تکانە ی تانسور
محاسبه این جا در را میدان) نه (و نقطە ای جرم Έی انرژی⁃تکانە ی تانسور آینده، در استفادە ام دلیل به
است: پایسته تکانه ۴⁃بردار فضازمان، در انتقال تحت تقارن تحت که مͳ دانم خاص نسبیت از مͳ کنم.

Pµ = (E/c,p)T = mUµ

مͳ نویسم: را تکانه ۴⁃بردار فضایی ͳالΎچ بΎیرید. نظر در فضا در را ͳسیال

Tµ۰(x) := ρUµ(x)

مͳ آید: دست به هم آن جریان

Tµi := ρUµ(x)
dxi

dt

مͳ کنم: تعریف صورت این به را انرژی⁃تکانه تانسور پس

Tµν := ργẋµẋν

مͳ نویسم: ش΋ل این به را آن حال است. متقارن انرژی⁃تکانه تانسور که است ΀واض تعریف این از

Tµν = ρ(x)
dxµ

dτ

dxν

dt

مͳ دهد: نتیجه نقطە ای ذرە ی برای

Tµν = mδ۳(x− x(t))
dxµ

dτ

dxν

dt

= m

∫
dt′ δ۴(x− x(t′))

dxµ

dτ

dxν

dt′

= m

∫
dτ δ۴(x− x(τ))

dxµ

dτ

dxν

dτ



۱۵ لاگرانژی در جمله چند ͳبررس .۶ .۱

لاگرانژی در جمله چند ͳبررس ۶ .۱
است، ͳخط حرکت معادلات چون مͳ دهم. نشان را لاگرانژی در آن ها اثر و خاص جملە ی چند این جا، در
ͳبررس بنابراین، مͳ شود. اضافه حرکت معادلات به ͳخط صورت به هم لاگرانژی مختلف جملات اثر

است. مفید تک⁃جملات
جملە ی اثر ابتدا

L = ∂µϕ∂
µϕ

هم کلاین⁃گوردون لاگرانژی ”ͳجنبش” جملە ی در عبارت این مͳ آورم. دست به حرکت معادلە ی در را
مͳ دهد: نتیجه اویلر⁃لاگرانژ دارد. وجود

∂µ∂
µϕ = ۰

مͳ کند. ایجاد حرکت معادلە ی در دوم مرتبە ی مشتق Έی جمله، این پس
مͳ کنم: ͳبررس را جمله همین مختلف توان های حال

L = (∂µϕ∂
µϕ)n = (ηµν∂µϕ∂νϕ)

n

مͳ نویسم: را حرکت معادلات

d

dxµ
(
۲n(ηγδ∂γϕ∂δϕ)n−۱ηµν∂νϕ

)
= ۲n d

dxµ
(
(∂γ∂

γϕ)n−۱∂µϕ
)
= ۰

پس:

۲(n− ۱)(∂γ∂γϕ)n−۲∂µ∂γ∂
γϕ ∂µϕ+ (∂γ∂

γϕ)n−۱∂γ∂
γϕ ∂µ∂

µϕ = ۰

پس:
۲(n− ۱)(∂γ∂γ∂µϕ) ∂µϕ+ (∂γ∂

γϕ)۲∂µ∂
µϕ = ۰

مͳ ماند. ͳباق دو مرتبه حرکت معادلە ی همچنان ،n هر ازای به که است ΀واض
آزادی، درجە ی Έی به مربوط حرکت معادلات مͳ کنم فرض دیدە ایم، طبیعت در اغلب که همان طور
داد نشان مͳ توان که چرا بΎیرم؛ هم آزادی» «درجە ی تعریف مͳ توانم واق΄ در را این است. دوم مرتبە ی
تعریف دیΎری میدان های مͳ توان همواره باشد، دو از بیشتر و زوج حرکت معادلە ی Έی مرتبە ی اگر که
تعداد برابر آزادی درجات تعداد واقعاً بنابراین، است. دوم مرتبە ی هرکدام برای حرکت معادلات که کرد

بΎیرید: نظر در را زیر لاگرانژی مثال، عنوان به ابتدا مͳ شود. میدان ها

L = (∂µ∂
µϕ)۲ = (∂µ∂

µϕ)(∂ν∂
νϕ) ≡ (∂µ∂

νϕ)(∂ν∂
µϕ)

مͳ نویسم: را آن حرکت معادلە ی

dµdν
∂L

∂∂µ∂νϕ
= dµdν۲∂µ∂νϕ = ۰

مͳ شود: حرکت معادلە ی پس
∂µ∂

µ∂ν∂
νϕ = ۰

مͳ کنم: تعریف ،ͳسادگ برای بعد، به این از

□ := ∂µ∂
µ

است: ۴ مرتبە ی حرکت معادلە ی پس
□۲ϕ = ۰
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اول مرتبە ی معادلە ی دو به زیر روش با مͳ توان همواره را دوم مرتبە ی عادی دیفرانسیل معادلە ی Έی
کرد: تبدیل

f(x, ẋ, ẍ) = ۰

کنم: تعریف اگر
v := ẋ

مͳ آید: در زیر صورت به معادله

f(x, v, v̇) = ۰ , ẋ = v

شده گفته دوم مرتبە ی معادلە ی معادل کاملا̈ که آمد دست به اول مرتبە ی معادلە ی دو صورت، این به
چون است؛ ظریف تر ͳکم حرکت) معادلە ی مستقیماً نه (و لاگرانژی ͳبازنویس به روش این تعمیم است.
گرفته نظر در مستقل متغیر دو این کنش کردن اکسترم̌م در شود، نوشته متغیر دو حسب بر لاگرانژی ͳوقت
حرکت معادلە ی طریق از باید v = ẋ و گرفته نظر در مستل باید را v بالا، مثال در بنابراین مͳ شوند.
مستقل میدان دو حسب بر را کنش مͳ خواهم مͳ دهم. نشان خودمان مسئلە ی در را کار این شود. ح΋م

دهد: نتیجه ،((□ϕ)۲ ͳیعن) ͳقبل کنش همان کردن اکسترم̌م بر علاوه که طوری به بنویسم ϕ, χ

χ = □ϕ

داد: انجام را کار این لاگرانژ ضرایب با مͳ توان

L̃(ϕ, χ, λ) = χ۲ + λ(χ−□ϕ)

مͳ نویسم: را لاگرانژی این حرکت معادلات

ψ = □ϕ , λ+ ۲χ = ۰ , □λ = ۰

ͳکل حالت در که کنید دقت مͳ کنم. جای گذاری لاگرانژی در ،ͳوسط معادلە ی از را λ این جا، در
مشتق (که جبری معادلات دربارە ی ͳول کرد جای گذاری لاگرانژی در را حرکت معادلە ی Έی نمͳ توان

مͳ آید: در زیر صورت به لاگرانژی نهایتاً نمͳ آید. پیش ͳل΋مش ندارند)

L̃(ϕ, χ) = χ۲ − ۲χ(χ−□ϕ) = −χ۲ + ۲χ□ϕ ≡ −χ۲ − ۲∂µχ∂µϕ

مͳ دهد: آن ها حرکت معادلە ی که نوشتم مستقل میدان دو حسب بر را لاگرانژی پس

□χ = ۰ , □ϕ = χ

قبلیست. ۴ مرتبە ی حرکت معادلە ی همان که

نظریه در ب̂ح شَ ۷ .۱
زیر: متغیر تغییر با مͳ کنم. ͳبررس بیشتر ͳکم را قبل قسمت لاگرانژی

Φ :=
ϕ+ χ√

۲
, Ψ :=

ϕ− χ√
۲

:ͳیعن که

ϕ =
Φ+Ψ√

۲
, χ =

Φ−Ψ√
۲



۱۷ نظریه ساختن .۸ .۱

مͳ کنم: ͳبازنویس را لاگرانژی جملات

−۲∂µχ∂µϕ = −∂µΦ∂µΦ+ ∂µΨ∂
µΨ

و
−χ۲ = − ۱

۲ (Φ
۲ +Ψ۲) + ΨΦ

مͳ شود: زیر صورت به لاگرانژی پس

L = −∂µΦ∂µΦ+ ∂µΨ∂
µΨ− ۱

۲ (Φ
۲ +Ψ۲) + ΨΦ

و ناهم وردا ͳهمیلتون محاسبە ی با دارد. فرق هم با میدان ها این ͳجنبش جملات علامت که است ΀واض
منجر ناپایدار حرکت معادلات به موضوع این که دید مͳ توان پواسون کروشە ی روی از ͳهمیلتون ͳپایستگ

باشد. بی⁃شبح۴ نظریه که کرد خواهم تقاضا بعداً مͳ گویم. نظریه در شبح۳ ͳجملات چنین به مͳ شود.

نظریه ساختن ۸ .۱
مشتق دو نهایتاً لاگرانژی، جملە ی هر در ͳیعن (که باشد داشته آزادی درجە ی Έی نظریه، که مͳ کنم تقاضا
با مͳ خواهم که ͳموجودات باشد. ͳخط حرکت معادلات با و بی⁃شبح و لورنتز⁃ناوردا باشد)، شده ظاهر

هستند: این ها بسازم را لاگرانژی آن

ηµν , ∂µ , ϕ

است: زیر صورت به باشد، ϕ از دو درجه و دو مرتبه که این ها با اس΋الر لاگرانژی تنها

L = ∂µϕ∂
µϕ− V (ϕ)

مشتق Έی ͳیعن) است هم ارز لاگرانژی این با ϕ□ϕ که کنید توجه است. دلخواه تابع Έی V آن در که
دارد). فرق کامل

ghost۳
ghost−free۴



اس΋الر میدان .۱ فصل ۱۸



۲ فصل

ال΋ترومغناطیس

تنها ماکسول، ال΋ترومغناطیس که مͳ دهم نشان و مͳ گیرم برداری را مسئله ͳ΋دینامی میدان فصل، این در
است. پیمانه تقارن با لورنتز⁃ناوردا ͳخط نظریە ی

سوالات:

داد؟ تعمیم هم ͳکوانتوم Έانی΋م در بری فاز̸هموستار̸انحنای برای را همین ها مͳ توان آیا .۱

برداری نظریە ی ۱ .۲
را باشد آن ها حسب بر مͳ تواند لاگرانژی که ͳموجودات مͳ گیرم. Aµ ۴⁃بردار را مسئله ͳ΋دینامی متغیر

مͳ نویسم:
Aµ , ηµν , ∂µ

دو درجه مشتق)، دو (حداکثر باشد داشته آزادی درجە ی Έی و باشد اس΋الر لاگرانژی مͳ کنم تقاضا
برآورده را این ها که لاگرانژی ای تنها که مͳ دهم نشان باشد. داشته پیمانە ای تقارن و باشد بی⁃شبح باشد،

است. ماکسول لاگرانژی مͳ کند،
(که ندارد وجود مشتق Έی با اس΋الری جملە ی است. AµAµ مشتق صفر با اس΋الر جملە ی تنها

هستند: زیر صورت به مشتق دو حاوی جملات نباشد). کامل مشتق

(∂µA
µ)(∂νA

ν) , (∂µA
ν)(∂µAν) , (∂µA

ν)(∂νA
µ)

:ͳطرف از دارند. فرق این ها با کامل مشتق Έی مم΋ن، جملات ͳباق

(∂µA
µ)(∂νA

ν) ≡ −Aµ∂µ∂νA
ν ≡ (∂νA

µ)(∂µA
ν)

به نظر مورد لاگرانژی کلͳ ترین بنابراین، هستند. هم ارز ͳراست و چپی شده، نوشته عبارت سه در پس
است: زیر ش΋ل

L = α(∂µA
ν)(∂µAν) + β(∂µA

µ)(∂νA
ν) + γAµA

µ

مͳ نویسم: را Aµ هلمهلتز تجزیە ی حال،

Aµ = ∂µϕ+AT
µ ; ∂µAT

µ = ۰

۱۹



ال΋ترومغناطیس .۲ فصل ۲۰

مͳ آید: دست به لاگرانژی، در این جایΎذاری با

L = α

(
∂µ∂

νϕ+ ∂µ(A
T )ν
)(

∂µ∂νϕ+ ∂µAT
ν

)
+ β

(
∂µ∂µϕ+ ∂µAT

µ

)(
∂ν∂νϕ+ ∂νAT

ν

)
+ γ

(
∂µϕ+AT

µ

)(
∂µϕ+ (AT )µ

)
≡ α

(
(□ϕ)۲ + (AT )ν□AT

ν

)
+ β(□ϕ)۲

+ γ

(
− ϕ□ϕ+ (AT )۲

)
بنابراین، مͳ شود. شبح ایجاد باعث لاگرانژی، در (□ϕ)۲ جملە ی دادم، نشان قبل فصل در که همان طور

که: مͳ دهد نتیجه نظریه بودن بی⁃شبح تقاضای

α+ β = ۰

پس:

L = α

(
(∂µA

ν)(∂µAν)− (∂µA
µ)(∂νA

ν)

)
+ γAµA

µ

نظریه: پیمانە ی تقارن به توجه با
Aµ → Aµ + ∂µξ

کرد: تولید پیمانه⁃ناوردا کمیت Έی مͳ توان

Fµν := ∂µAν − ∂νAµ

مͳ شود: ساده لاگرانژی تانسور، این حسب بر است. پادمتقارن تانسور Έی که

FµνF
µν = ۲(∂µAν)(∂

µAν)− ۲(∂µAν)(∂
νAµ)

≡ ۲(∂µAν)(∂µAν)− ۲(∂νAν)(∂µA
µ)

آمد: در زیر ش΋ل به لاگرانژی پس

L = αFµνF
µν + γAµA

µ

کرد: انتخاب دلخواه به را α مͳ توان مͳ گویند. پروکا۱ لاگرانژی آن به که

L = − ۱
۴FµνF

µν +
۱
۲m

۲AµA
µ

مͳ شود. ظاهر ابررسانایی۲ در ͳطبیع طور به لاگرانژی این است. جرم دار برداری میدان Έی لاگرانژی این
است: زیر صورت به آن حرکت معادلە ی

∂µF
µν +m۲Aν = ۰

پایا: میدان برای که
∇۲A = m۲A

Proⅽa۱

Superⅽonⅾuⅽtivity۲



۲۱ انرژی⁃تکانه تانسور .۲ .۲

پس:
A(x) ∼ e−mx

همان این مایسنر۳). (اثر نمͳ کند نفوذ ابررسانا درون به میدان، شدن جرم دار دلیل به ͳمغناطیس میدان پس
است. اندرسون⁃هیΎز م΋انیزم

تبدیل: تحت که مͳ کنم تقاضا نکردە ام. وارد را پیمانە ای تقارن شرط هنوز که کنید دقت

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µΛ

مͳ آید: دست به تبدیل این تحت نکند. تغییر لاگرانژی هم ارزی کلاس

Fµν → F ′
µν = Fµν + ∂µ∂νΛ− ∂ν∂µΛ = Fµν

و
AµA

µ → AµA
µ + ۲Aµ∂µΛ

صورت به لاگرانژی تقاضا، این از پس نیست. ناوردا پیمانه (ͳموضع) تبدیل تحت جرم جملە ی پس

L = − ۱
۴FµνF

µν

گرفتن درنظر برای مͳ دهند. نتیجه را همΎن ماکسول معادلات ی΋تا، طور به تقاضاها، این پس مͳ آید. در
کرد: جفت آن با را میدان و گرفت نظر در را Jµ ۴⁃بردار مͳ توان میدان، چشمە های

L = − ۱
۴FµνF

µν + JµAµ

مͳ نویسم: را جمله این روی پیمانه تبدیل

JµAµ → JµAµ + Jµ∂µΛ ≡ JµAµ − Λ∂µJ
µ

مͳ دهد: نتیجه پیمانە ای تقارن تقاضای پس

∂µJ
µ = ۰

است. بار ͳپایستگ ͳمعن به که

انرژی⁃تکانه تانسور ۲ .۲
هم وردا مشتق ۳ .۲

Ⅿeissner−Effeⅽt۳



ال΋ترومغناطیس .۲ فصل ۲۲



۳ فصل

ͳخط گرانش نظریە ی

استخراج را پیمانه تقارن با ͳخط نظریە ی و مͳ گیرم متقارن تانسور Έی را ͳ΋دینامی میدان فصل، این در
مͳ کنم.

سوالات:

غیره. و ∂µ∂νξ و ηµνξ جمله از کنیم. تعریف روش چندین به را پیمانه تبدیل مͳ توانستیم ما .۱
دارد؟ ͳخاص اهمیت چه کردم، تعریف را پیمانه تبدیل این جا در من که ͳروش این

این مͳ گیریم. ͳخط ترکیب را همه و مͳ نویسیم را دوم درجه حداکثر جملات ما این ها، تمام در .۲
است؟ فرض این پشت ͳخاص دلیل چه است. حرکت معادلات شدن دو مرتبه از مستقل موضوع

داد؟ تقلیل ضعیف تری فرض به را فرض این مͳ توان آیا یا

پادمتقارن تانسور Έی یا برداریم را فرض این اگر گرفتم. متقارن ابتدا، از را Hµν تانسور این جا .۳
کرد؟ خواهد فرق این ها چقدر کنیم، ͳبررس را

تانسوری میدان ۱ .۳
و دو درجه اس΋الر، لاگرانژی که مͳ کنم تقاضا هم باز مͳ گیرم. Hµν متقارن تانسور را ͳ΋دینامی میدان

هستند: زیر صورت به مم΋ن جملات باشد. آزادی درجە ی تک

∂ϵHµν∂δHγλ η
··· η··· η···

که آن جایی از چید. مͳ توان روش ۶! به را اندیس ۶ شوند. پر اندیس دو با باید ·ها · · از هرکدام که
حالت ها (تعداد نمͳ کند ایجاد جدیدی حالت آن ها از ͳ΋ی توان اندیس های جابە جایی است، متقارن η
حالت ها (تعداد نمͳ کند ایجاد جدیدی حالت هم ηها ضرب ترتیب تغییر همچنین مͳ شود). ۲۳ بر تقسیم

نوشت: مͳ توان که حالت های کل تعداد پس مͳ شود). ۳! بر تقسیم

۶!
۲۳ × ۳! = ۱۵

برای نمͳ کند. ایجاد جدیدی حالت هم γλ و µν اندیس های جای تغییر پس هستند متقارن هم Hها اما
هم را جمله هر مͳ دهم. نشان D با را δ و C با را ϵ ،B با را γλ مͳ دهم، نشان A با را ν یا µ ،ͳسادگ

صورت به
(· · · ; · · · ; · · · )

۲۳



ͳخط گرانش نظریە ی .۳ فصل ۲۴

مͳ نویسم: را مم΋ن حالت های مͳ گیرد. قرار حرف دو · · · هر در که مͳ دهم نمایش

(AA;BB;CD)

(AA;BC;BD)

(AB;AB;CD)

(AB;AD;BC)

(AC;AB;BD)

(AC;AD;BB)

تبدیل یΈ دیΎر به حرف ها اسم تغییر با که ͳجملات همە ی ،ͳطرف از ماندند. ͳباق مم΋ن حالت ۶ همین
A/B تا دو (چون است مجاز غیر که A/B → C/D اسم های تغییر هستند. تکراری هم مͳ شوند
اعمال تبدیل دو هر همزمان اگر هستند. C ↔ D و A↔ B صورت به فقط اسم ها تغییر پس داریم).
مͳ شود. انجام کامل مشتق Έی با هم C ↔ D تبدیل همچنین است. اندیس ها نام تغییر ͳمعن به شوند،
تحت ͳششم و ͳدوم که است ΀واض هستند. هم ارز مͳ شوند تبدیل هم به تبدیل دو این با که ͳجملات پس
که ͳمستقل حالت های تنها پس مͳ شوند. تبدیل هم به C ↔ D تحت ͳپنجم و ͳچهارم و A ↔ B

هستند: این ها مͳ مانند ͳباق
(AA;BB;CD)

(AA;BC;BD)

(AB;AB;CD)

(AB;AD;BC)

مͳ نویسم: را جملات این
T۱ := ∂ϵHµ

µ∂ϵHν
ν

T۲ := ∂ϵHµ
µ∂νHν

ϵ

T۳ := ∂ϵH
µν∂ϵHµν

T۴ := ∂νH
µν∂ϵHµϵ

باشد: داشته را زیر پیمانە ای تقارن نظریه، که مͳ کنم تقاضا حال .H := Hµ
µ مͳ کنم تعریف ضمناً

Hµν → H ′
µν = Hµν + ∂µξν + ∂νξµ

مͳ شوند: جم΄ جملات این با ترتیب به پیمانە ای تبدیل تحت شده، نوشته جملە ی چهار

δT۱ ≡ ۴∂ϵ∂µξµ ∂ϵH ≡ −۴□H ∂µξ
µ

δT۲ ≡ ۲∂ϵ∂µξµ ∂νHν
ϵ + ∂ϵH (∂ν∂νξ

ϵ + ∂ν∂ϵξν)

≡ −۲∂µξµ ∂ϵ∂νHϵν − ۲∂νξν □H

δT۳ ≡ ∂ϵHµν(∂ϵ∂
µξν + ∂ϵ∂

νξµ) + ∂ϵH
µν(∂ϵ∂µξν + ∂ϵ∂νξµ)

≡ ۴□ξν ∂µHµν

δT۴ ≡ ∂ϵHµϵ(∂ν∂
µξν + ∂ν∂

νξµ) + ∂νH
µν(∂ϵ∂µξϵ + ∂ϵ∂ϵξµ)

≡ −۲∂ϵξϵ∂µ∂νHµν + ۲∂νHµν □ξµ



۲۵ تانسوری میدان .۱ .۳

صورت به را کل لاگرانژی اگر پس

L = aT۱ + bT۲ + cT۳ + dT۴

داشت: خواهم کنم، پیمانە ای تقارن تقاضای و بنویسم

−۴a− ۲b = ۰

−۲b− ۲d = ۰
۴c+ ۲d = ۰

مͳ دهد: نتیجه که
b = −۲a , c = −a , d = ۲a

a = ۱/۲ مͳ کنم تنظیم است. دلخواه ثابت این واضحاً کردم. مشخص ثابت Έی حد تا را لاگرانژی پس
صورت به مسئله لاگرانژی پس مͳ شود). ی΋سان ۱ͳفیرز⁃پائول لاگرانژی با این طور، ͳول ندارد ͳاهمیت)

شد: داده ثابت) ضریب Έی (تا ی΋تا

L =
۱
۲∂µH∂

µH − ∂µH∂νH
µν − ۱

۲∂ϵH
µν∂ϵHµν + ∂µH

µν∂ϵHνϵ

وردش را لاگرانژی اویلر⁃لاگرانژ، بە جای بنویسم. را تانسوری میدان این حرکت معادلە ی مͳ خواهم حال
مͳ نویسم: را لاگرانژی جملە ی به جمله وردش مͳ دهم.

δL = ∂µH∂
µδH − ∂µδH∂νH

µν − ∂µH∂νδH
µν − ∂ϵH

µν∂ϵδHµν

+ ∂µH
µν∂ϵδHνϵ + ∂ϵHνϵ∂µδH

µν

≡ −δH □H + δH ∂µ∂νH
µν + δHµν ∂

µ∂νH + δHµν□Hµν

− δHνϵ ∂
ϵ∂µH

µν − δHµν ∂
µ∂ϵH

νϵ

= δHµν

(
− ηµν □H + ηµν∂α∂βH

αβ + ∂µ∂νH +□Hµν

− ∂ν∂αH
αµ − ∂µ∂αH

να
)

مͳ آید: دست به لاگرانژی این حرکت معادلە ی پس

□Hµν − ∂µ∂
αHαν − ∂ν∂

αHαµ + ∂µ∂νH + ηµν
(
∂α∂βH

αβ −□H
)
= ۰

که: مͳ کنم انتخاب طوری را پیمانه

∂µHµν − ۱
۲∂νH = ۰

دارد: وجود پیمانە ای چنین حتماً که مͳ دهم نشان

∂µ(Hµν + ∂µξν + ∂νξµ)−
۱
۲∂ν(H + ۲∂µξµ) = ۰

پس:
□ξν = −∂µHµν +

۱
۲∂νH

Fierz−Pauⅼi۱



ͳخط گرانش نظریە ی .۳ فصل ۲۶

مͳ خواهم، پیمانه از که چیزی (تنها ندارد ͳاهمیت هم ξ مرزی شرایط و است ناهمΎن موج معادلە ی Έی که
معادله این حتماً پس دارد، گرین تابع موج معادلە ی چون است). دیفرانسیل معادلە ی این در کردن صدق

دارد. جواب هم
مͳ یابد: تقلیل زیر معادلە ی به حرکت معادلە ی پیمانه، این با حال

□
(
Hµν − ۱

۲ηµνH
)
= ۰

تعریف با پس
H̄µν := Hµν − ۱

۲ηµνH

مͳ آید: دست به
□H̄µν = ۰

مͳ کند. ͳپیش بین را مͳ شوند منتشر نور سرعت با که تانسوری موج ش΋ل به پاس΁ هایی نظریه، این بنابراین،
مͳ گیرم: نظر در هم تانسوری چشمە ی Έی میدان، این برای حال

Lچشمه = HµνJ
µν

مͳ کنم: اعمال لاگرانژی روی را پیمانە ای تقارن تقاضای مجدداً و

δLچشمه = Jµν∂µξν + Jµν∂νξµ = (Jµν + Jνµ)∂µξν

≡ −ξν∂µ(Jµν + Jνµ)

باشد: همسان گرد چشمه این اگر پس
∂µJ

µν = ۰

این در مͳ خواهیم که دارد این به ͳبستگ) مͳ شود تعیین ما دلخواه به تانسور این است. ͳپایستگ Έی که
در که گرانش مسائل برای که است این ایده Έی بΎذارند). تاثیر Hµν روی بتوانند چیزهایی چه نظریه،
این در گرفت. انرژی⁃تکانه تانسور را این است، میدان چشمە ی انرژی) هم ارز، صورت به (یا جرم آن

مͳ  آید: در زیر صورت به لاگرانژی صورت،

L =
۱
۲∂µH∂

µH − ∂µH∂νH
µν − ۱

۲∂ϵH
µν∂ϵHµν + ∂µH

µν∂ϵHνϵ +
κ

۲HµνT
µν

تانسور میدان، چشمە ی که نداشت ͳلزوم که کنید دقت است. برهم΋نش ͳجفت شدگ ضریب κ آن در که
آن متقارن بخش تنها صورت، این (در باشد متقارن تانسور این که نداشت هم ͳلزوم و باشد انرژی⁃تکانه
این ͳول شود؛ جفت میدان با ͳخط صورت به لاگرانژی در که نداشت ͳلزوم همچنین و داشت) ͳپایستگ
مͳ گرفتم Jµ مثل ۴⁃بردار Έی را چشمه اگر مثلا̈ مͳ آمد. در تانسوری صورت به نهایت در حتماً چشمه
تانسور موثر طور به هم باز مͳ کردم، جفت میدان با Hµν∂

νJµ جملە ی طریق از لاگرانژی در را آن و
مͳ شد. گرفته نظر در میدان چشمە ی عنوان به ∂νJµ

مͳ آید: در زیر صورت به پیمانه) تنظیم (بدون حرکت معادلە ی جمله، این گرفتن نظر در با

□Hµν − ∂µ∂
αHαν − ∂ν∂

αHαµ + ∂µ∂νH + ηµν
(
∂α∂βH

αβ −□H
)
= −κ۲ Tµν

مͳ شود: زیر صورت به «هماهنگ۲» پیمانە ی در و

□H̄µν = −κ۲ Tµν

Harⅿoniⅽ۲



۲۷ ذره حرکت معادلە ی .۲ .۳

این جا در نظریه این پس نوشتیم. را ماده و آن تحول لاگرانژی و کردیم ͳمعرف تانسوری میدان Έی ما
کرد. استخراج را حرکت معادلات آن از مͳ توان و است تکمیل اضافە ای فرض یا اصل به نیاز بدون
کرد. خواهم محاسبه را آن گرانش ͳنیوتن حد روی از ادامه در ͳول شود تعیین آزمایشΎاه از باید κ ضریب
اخیر معادلە ی راست سمت در که دارد انرژی⁃تکانه تانسور هم Hµν میدان خود که کنید دقت همچنین

است. ͳغیرخط نظریه این ،ͳمعن این به گرفت. نظر در هم را آن باید

ذره حرکت معادلە ی ۲ .۳
انرژی⁃ تانسور باید ابتدا کنم. استخراج نظریه این از را نقطە ای جرم Έی حرکت معادلە ی مͳ خواهم حال
در مͳ کنم. صرف نظر ͳسادگ برای را شده ذکر ͳغیرخط اثر همچنین بنویسم. را نقطە ای جرم تکانە ی

کردم: محاسبه را نقطە ای جرم انرژی⁃تکانە ی تانسور ۵ .۱ بخش

Tµν = m

∫
dτ ẋµẋνδ۴(x− x(τ))

مͳ آید: در زیر صورت به عام، پارامتربندی Έی در که

Tµν = m

∫
dλ

ẋµẋν√
ηρσẋρẋσ

δ۴(x− x(λ))

مͳ نویسم: را ذره و میدان برهم΋نش به مربوط لاگرانژی حال

Lنش΋برهم =
κ

۲HµνT
µν = m

∫
dλ

κ

۲
Hµν ẋ

µẋν√
ηρσẋρẋσ

مͳ آید: دست به ذره به مربوط لاگرانژی پس

Lذره + Lنش΋برهم = −m
∫

dλ
(√

ηµν ẋµẋν − κ

۲
Hµν ẋ

µẋν√
ηρσẋρẋσ

)
پس:

Lذره + Lنش΋برهم = −m
∫

dλ
ηµν − (κ/۲)Hµν√

ηρσẋρẋσ
ẋµẋν

کنم: تعریف اگر
gµν := ηµν + κHµν

داشت: خواهم H از اول مرتبە ی √تا
gµν ẋµẋν =

√
ηµν ẋµẋν − κ

۲
Hµν ẋ

µẋν√
ηρσẋρẋσ

دارم: H از Έی مرتبە ی تا پس آوردم. دست به لاگرانژی برای که است ͳعبارت همان که

Lذره + Lنش΋برهم = −m
∫

dλ
√

−gµν ẋµẋν

مͳ کنم: تعریف آینده، ͳراحت برای .gµν = ηµν + κHµν آن در که

hµν := κHµν

غیر Έمتری در Έژئودزی مسئلە ی Έی گرانش مسئلە ی اول، مرتبە ی تا که مͳ دهد نشان محاسبات این
است. gµν لورنتزی



ͳخط گرانش نظریە ی .۳ فصل ۲۸

ال΋ترومغناطیس و گرانش ۳ .۳
مͳ گیرم: نظر در را ͳترومغناطیس΋ال میدان و گرانش برهم΋نش حال

L =
κ

۲HµνT
µν − ۱

۴FµνF
µν

مͳ نویسم: را ͳترومغناطیس΋ال میدان انرژی⁃تکانە ی تانسور

Tµν = Fµ
λF

νλ +
۱
۴η

µνFαβF
αβ

پس:

HµνT
µν = HµνF

µ
λF

νλ +
۱
۴HFαβF

αβ

نتیجه: در

L = − ۱
۴FµνF

µν +
κ

۲HµνF
µ
λF

νλ +
κ

۸HFαβF
αβ

به ηµν از Έمتری تغییر با معادل Hµν از اول مرتبە ی تا هم این جا در گرانش آیا ببینم مͳ خواهم حال
مͳ گیرم: نظر در را زیر عبارت پس خیر. یا مͳ شود gµν

L̃ := − ۱
۴
√
−gFµνFαβgαµgβν

تا را آن است. شده ظاهر کنش در d۴x تبدیل خاطر به است) Έمتری دترمینان g (که
√
−g آن در که

مͳ کنم: محاسبه اول مرتبە ی

gµν = ηµν + κHµν = ηµα
(
δαν + κηαβHβν

)
پس:

√
−g =

√
−η
(
۱ + κ

۲ η
µνHµν

)
+O(H۲)

=
√
−g = ۱ + κ

۲H +O(H۲)

مͳ آید: دست به متریΈ ها ضرب همچنین

gαµgβν = (ηαµ + κHαµ) (ηβν + κHβν)

= ηαµηβν + κηαµHβν + κηβνHαµ +O(H۲)

پس:
gαµgβνF

µνFαβ = FµνF
µν + ۲κHβνFµ

βFµν +O(H۲)

نتیجه: در

L̃ = − ۱
۴FµνF

µν +
κ

۸H FµνF
µν +

κ

۲HβνFµ
βFµν +O(H۲)

است. ال΋ترومغناطیس و گرانش برهم΋نش در آمده دست به L همان این که



۲۹ κ محاسبە ی .۴ .۳

κ محاسبە ی ۴ .۳
نوشتم: قبل بخش در را ذره Έی حرکت به مربوط لاگرانژی

Lذره + Lنش΋برهم = −m
∫

dλ
√
gµν ẋµẋν

مͳ شود: ختم زیر معادلە ی به کنش، این کردن اکسترم̌م که داد خواهم نشان ۵ .۴ بخش در

ẍµ + Γµ
αβ ẋ

αẋβ = ۰

که: مͳ دهد نتیجه (ͳنیوتن) کم سرعت های حد در معادله این که داد خواهم نشان ۷ .۴ بخش در همچنین

−κH۰۰ = −۲Φ

:ͳیعن که
H۰۰ =

۲
κ
Φ(r)

مͳ نویسم: را حرکت معادلە ی هماهنگ پیمانە ی در است. ͳگرانش پتانسیل Φ آن در که

□H̄µν = −κ۲ Tµν

ρ آن در که است T۰۰ = ρ انرژی⁃تکانه، تانسور صفر غیر عنصر تنها ساکن، جرم Έی برای همچنین
داشت: خواهم ۳Έگرویتواستاتی مسئلە ی Έی برای بنابراین، است. آن ͳجرم ͳالΎچ

∇۲H̄۰۰ = −κ۲ ρ(r)

تعریف از ͳطرف از مͳ شوند. صفر مرزی شرایط و حرکت معادلە ی از H̄µν عنصرهای ͳباق و

H̄µν = Hµν − ۱
۲ηµνH

مͳ نویسم:
H̄۰i = H۰i = ۰

H̄ij = Hij −
۱
۲δijH = ۰

برابرند: هم آن فضایی قطری عنصرهای و قطریست Hµν پس

Hii =
۱
۲H

پس:
۳∑

i=۱
Hii = H +H۰۰ =

۳
۲H

پس: است. H تعریف و Έمتری خاطر به مثبت علامت که

H۰۰ =
۱
۲H

باشد! ͳواقع کلمە ای چنین که نیستم ۳مطمئن



ͳخط گرانش نظریە ی .۳ فصل ۳۰

پس:
Hµν = diag(H۰۰,H۰۰,H۰۰,H۰۰)

پس:
H̄۰۰ = H۰۰ +

۱
۲H = ۲H۰۰

مͳ آید: دست به H۰۰ حرکت معادلە ی پس

۲∇۲H۰۰ = −κ۲ ρ(r)

مͳ آید: دست به ،ͳگرانش پتانسیل حسب بر H۰۰ جایΎذاری با که

∇۲Φ = −κ
۲

۸ ρ(r)

مͳ گوید: ͳنیوتن Έانی΋م ،ͳطرف از

∇۲Φ = −۴πGρ(R)

پس:
κ =

√
۳۲πG

مͳ نویسم. را حرکت معادلات همە ی شد، تکمیل نظریه که حال

پیمانه: تنظیم بدون Hµν حرکت معادلە ی ●

□Hµν−∂µ∂αHαν−∂ν∂αHαµ+∂µ∂νH+ηµν
(
∂α∂βH

αβ−□H
)
= −

√
۸πGTµν

پیمانه: تنظیم بدون hµν حرکت معادلە ی ●
(۱ .۳)

□hµν − ∂µ∂
αhαν − ∂ν∂

αhαµ + ∂µ∂νh+ ηµν
(
∂α∂βh

αβ −□h
)
= −۱۶πG Tµν

هماهنگ: پیمانە ی در H̄µν حرکت معادلە ی ●

□H̄µν = −
√

۸πG Tµν

هماهنگ: پیمانە ی در h̄µν حرکت معادلە ی ●

□h̄µν = −۱۶πG Tµν

مͳ گویم. اینشتین» «معادلات این ها به پس، این از



۴ فصل

هندسه

نظریه از مستقل را ͳهندس مفاهیم ابتدا بخش این در نظریه، در ͳهندس تعاریف شدن ظاهر به توجه با
کنم. دنبال نظریه در را مفاهیم این خواص مͳ کنم ͳسع سپس و مͳ دهم توسعه

فضای Έی در خمینه۱ Έی که است ش΋ل این به اول نگاه کرد. نگاه مسئله به مͳ توان ش΋ل دو به
دوم، نگاه در و مͳ کنیم. ͳبررس را آن ΀سط روی نقاط هندسە ی و است شده داده قرار بزرگ تر تخت
ب̌عدی دو موجود Έی برای مثلا̈ فضاست. همین در هست، که هرآن چه و ندارد وجود بزرگ تری فضای
خود دید از دوم نگاه و بعدی سه موجود Έی دید از اول نگاه شده، داده قرار کره Έی ΀سط روی که
هموستار، و هم بردارها که کنم فرض باید دوم، نگاه در که است این دو، این تفاوت تمام است. مورچه
نگاه مͳ رسد نظر به همچنین کرد. تعریف م΋ان بردار از را این ها مͳ توان اول، نگاه در ͳول شدە اند. داده
اندیس های به نسبت ندارد ͳلزوم شود، پذیرفته اولیه کمیت Έی عنوان به هموستار اگر است. کلͳ تر دوم

است. متقارن لزوماً هموستار اول، نگاه از هموستار تعریف با ͳول باشد. متقارن خود ͳپایین
کردە ام. مشخص را آن ها اثبات و قضایا فصل، این ساختار دلیل به

سوالات

داد؟ قرار بزرگ تر ͳاقلیدس فضای Έی در را فضایی هر مͳ توان آیا ●

هموستار و مشتق گیری ۱ .۴
کمیت تعدادی از هموار و Έبه⁃ی⁃Έی ͳتابع که مͳ دهم نشان x با را فضا از نقطه هر م΋ان بردار

مͳ کنم: تعریف را x۰ نقطە ی پایە ی بردارهای مͳ گویم. «مختصه» آن ها به که است {xi}i

ei(x۰) :=
∂x

∂xi

∣∣∣∣
x۰

مͳ کنم: تعریف را مماس فضای

T(x۰) := span{ei(x۰)}i

اگر: مͳ گویم x۰ حول ͳموضع بردار Έی ،v مانند برداری به

v ∈ T(x۰)

Ⅿanifoⅼⅾ۱

۳۱



هندسه .۴ فصل ۳۲

است: زیر صورت به x۰ ͳΎهمسای در نقطه هر م΋ان بردار

x(xi۰ + δxi) = x۰ +
∂x

∂xi

∣∣∣∣
x۰

δxi = x۰ + δxi ei(x۰)

برداری میدان Έی است. آن حول ͳموضع بردار Έی آن، به نسبت x۰ ͳ΋نزدی در نقطه هر نسبی م΋ان پس
بΎیرید: نظر در را ͳموضع

v(x) = vi(x) ei(x)

ei پایە های دوگان شود. لازم که این مΎر نمͳ نویسم را م΋ان تابعیت نوشتار ͳسادگ برای بعد، به این از
پس: مͳ دهم. نشان ei با مͳ گویم) هم بردار آن ها به (که را

eiej = δij

پس:
vi = eiv

نیست. ͳداخل ضرب تعریف به نیازی هم بردارها)، نتیجه در (و دوگان فضای تعریف برای که کنید دقت
مͳ نویسم: را بردار این مشتق حال

∂jv = ∂jv
i ei + vi ∂jei

کنم: تعریف را «هموستار» اگر بنابراین نیست. T عضو لزوماً تساوی راست سمت دوم جملە ی

Γk
ji := ek∂jei

نوشت: مͳ توان
∂jei = Γk

ijek +∆k
ijfk

است. T بر عمود فضای پایە ی fk آن در که
و محاسبه همسایه) (و متفاوت نقطە ی دو در را آن ͳیعن بردار Έی مشتق که کرد اعتراض مͳ توان
کرد. جم΄ را آن ها بتوان که نیستند مماس فضای Έی عضو بردار دو این که ͳحال در کنیم. کم هم از

مͳ کند. مشخص را هم ͳΎهمسای در بردارهای جم΄ از ما تعریف واق΄ در هموستار انتخاب بنابراین،

اندیس دو به نسبت هموستار آن گاه داد، قرار بزرگ تر تخت فضای Έی در را فضا بتوان اگر .۱ قضیە ی
است. متقارن حتماً خود پایین

اثبات.

∂jei =
∂۲x

∂xi∂xj
=

∂۲x

∂xj∂xi
= ∂iej

پس:
Γk
ji = Γk

ij

مͳ کنم: تعریف T در v مشتق تصویر صورت به را v بردار هم وردای مشتق نهایت در

∇iv := eke
k∂iv

∇iv
k := (∇iv)

k = ek∂iv = ∂iv
k + Γk

ijv
j

ب̌عدی، دو تخت فضای Έی در نیست. فضا بودن خمیده نشانە ی هموستار بودن ناصفر که کنید توجه
مͳ توان هم را هم بردار Έی مشتق است. تخت ذاتاً فضا گرچه است ناصفر قطبی مختصات هموستار

گرفت:
v = vie

i ∈ T∗



۳۳ لوی⁃چویتا هموستار و Έمتری .۲ .۴

∂iv = ∂ivj e
j + vj ∂ie

j

:ͳطرف از
Γk
ij := ek∂iej = ∂i(e

kej)− ∂ie
k ej = −∂iek ej

مͳ کنم: تعریف زیر صورت به را آن هم وردای مشتق پس

∇iv := ∂iv eke
k

∇ivj := (∂iv)j = ∂iv ej = ∂ivj − Γk
ijvk

لوی⁃چویتا هموستار و Έمتری ۲ .۴
تعریف فضا در ͳداخل ضرب ͳنوع مͳ کنم فرض حال نبود. فضا در ͳداخل ضرب تعریف به نیازی این جا، تا
من استفادە ی برای این ها مͳ رسد نظر (به مͳ نویسم را ͳداخل ضرب ویژگͳ های شفاف سازی، جهت شده.

هستند): ͳکاف

T×T→ F ●

a · b = b · a ●

a · (b+ c) = a · b+ a · c ●

مͳ کنم: تعریف را Έمتری
gij := ei · ej

نمایش زیر صورت به را آن وارون است. پذیر وارون مͳ کنم فرض و متقارن ͳداخل ضرب تعریف طبق
مͳ دهم:

gij := g−۱
ij

پس:
gikgkj = gikek · ej = δij

هستند. ͳخط و T → F دو هر و است برابر پایه بردارهای روی ei و gikek· اثر که مͳ شود مشاهده
برابرند: بنابراین،

ei = gikek· (۱ .۴)

آورد. دست به بردارها روی از را هم بردارها مͳ توان Έمتری با پس

لوی⁃ هموستار برابر و ی΋تا ندارند، ربط م΋ان به صراحتاً که داخلͳ هایی ضرب هموستار .۲ قضیە ی
مͳ شود: تعریف زیر صورت به که است چویتا

Γn
ik :=

۱
۲g

nj(∂kgij + ∂igjk − ∂jgki) (۲ .۴)

مͳ گیرم: مشتق Έمتری از اثبات.

∂kgij = ej · (∂kei) + ei · (∂kej)



هندسه .۴ فصل ۳۴

ei ͳداخل ضرب اگر مثلا̈ کردم. استفاده ندارد ربط م΋ان به صراحتاً ͳداخل ضرب که این از همین جا در
باشد، زمان تابع صراحتاً ͳداخل ضرب تعریف که ͳصورت در دهم، نشان g(ei, ej , x) با موقتاً را ej و

بود: خواهد زیر صورت به آن مشتق

∂kg(ei, ej , r) =
∂g

∂ei
∂kej +

∂g

∂ej
∂kei +

∂g

∂xk

= ei · ∂kej + ej · ∂kei +
∂g

∂xk

مͳ کنم: ضرب gnj طرف دو در حال

gnj∂kgij = Γn
ki + gnjei · ∂kej

مͳ نویسم: ijk دیΎر جایΎشت دو برای را این

gnj∂igjk = Γn
ik + gnjek · ∂iej

gnj∂jgki = gnjei · ∂jek + gnjek · ∂jei
مͳ دهد: نتیجه ∂iej = ∂jei و Γk

ij = Γk
ji به توجه با ͳسوم⁃ͳدوم+ͳاول

Γn
ik :=

۱
۲g

nj

(
∂kgij + ∂igjk − ∂jgki

)

انحنا ۳ .۴
مͳ گیرم: هم وردا مشتق دو ͳموضع بردار Έی از حال

∇i∇jv
k = (∂iemem∂jv)

k

= ek∂i
(
emem∂j(v

nen)
)

= ek∂i
(
emΓm

jnv
n + en∂jv

n
)

= Γk
imΓm

jnv
n + ∂iΓ

k
jnv

n + Γk
jn∂iv

n + Γk
jn∂jv

n + ∂i∂jv
k

پس: هستند. متقارن i, j به نسبت آخر جملە ی سه که

[∇i,∇j ]v
k =

(
∂iΓ

k
jn − ∂jΓ

k
in + Γk

imΓm
jn − Γk

jmΓm
in

)
vn

مͳ کنم: تعریف را ریمان۲ انحنای تانسور

Rk
nji := ∂iΓ

k
jn − ∂jΓ

k
in + Γk

imΓm
jn − Γk

jmΓm
in (۳ .۴)

پس:
[∇i,∇j ]v

k = Rk
njiv

n

نوشت: هم ش΋ل این به را ریمان تانسور مͳ توان ͳیعن که

Rk
nji := ek[∇i,∇j ]en

Rieⅿann−Ⅽurvature−Tensor۲



۳۵ انحنا .۳ .۴

ساخت: دو مرتبە ی تانسور Έی آن از مͳ توان همچنین

Rnj := Rj
nji = ∂iΓ

j
jn − ∂jΓ

j
in + Γj

imΓm
jn − Γj

jmΓm
in

شده تعریف Έمتری اگر بود. نیاز (Έمتری نه (و هموستار به تنها این جا، تا است. ۳ͳریچ تانسور که
ساخت: هم اس΋الر Έی این ها از مͳ توان باشد،

R := gnjRnj

است. ۴ͳریچ اس΋الر که
نقاط همە ی پایە ی بردارهای ͳیعن باشد. ∂iej ∈ T آن در که مͳ کنم تعریف فضایی را تخت فضای

باشند. ͳخط فضای Έی عضو

است. صفر ریمان انحنای تانسور همواره تخت، فضای در .۳ قضیە ی

مͳ نویسم: را هم وردا مشتق تعریف اثبات.

∇iv := eke
k∂iv = vjeke

k∂iej + eke
kej∂iv

j

مͳ دهد نتیجه فضا بودن تخت که این و ekekei = ei که این به توجه با

∂iej = Γn
ijen

مͳ آید: دست به

∇iv =
(
∂iv

n + Γn
ijv

j
)
en = ej∂iv

j + vj∂iej = ∂iv

پس: است. ͳجزئ مشتق همان تخت، فضای در بردار Έی هم وردای مشتق پس

Rk
nji := ek[∇i,∇j ]en = ek[∂i, ∂j ]en = ۰

مͳ دهم. نشان را انحنا تانسور ͳریاض خواص ͳبرخ حال

است: پادمتقارن خود آخر اندیس دو به نسبت ریمان انحنای تانسور .۴ قضیە ی

Rk
nji = −Rk

nij

که: است ΀واض آن تعریف از اثبات.

Rk
nji = ek[∇i,∇j ]en = −ek[∇j ,∇i]en = −Rk

nij

:۵ͳبیانک اول اتحاد .۵ قضیە ی

Rk
nji +Rk

inj +Rk
jin = ۰

Riⅽⅽi−Tensor۳
Riⅽⅽi−Sⅽaⅼar۴

Bianⅽhi۵



هندسه .۴ فصل ۳۶

مͳ نویسم: را انحنا تانسور تعریف اثبات.

Rk
nji = ek[∇i,∇j ]en

:ͳطرف از
∇iej = ekΓ

k
ij = ∇jei

پس:

[∇i,∇j ]ek + [∇k,∇i]ej + [∇j ,∇k]ei = ∇i(∇jek −∇kej) + · · · = ۰

پس:
Rk

nji +Rk
inj +Rk

jin = ۰

:ͳبیانک دوم اتحاد .۶ قضیە ی

∇lR
k
nji +∇iR

k
nlj +∇jR

k
nil = ۰

مͳ نویسم: را انحنا تانسور هم وردای مشتق اثبات.

∇lR
k
nji = ∇le

k [∇i,∇j ]en + ek ∇l[∇i,∇j ]en

نوشت: هموستار حسب بر مͳ توان را اول جملە ی مشتق اولین

∇lR
k
nji = −Γk

lmem[∇i,∇j ]en + ek∇l[∇i,∇j ]en

انحنا: تانسور حسب بر

∇lR
k
nji = −Γk

lmR
m

nji + ek∇l[∇i,∇j ]en

که: این به توجه با اما نیست. این طور دوم جملە ی ͳول

∇l[∇i,∇j ] +∇i[∇j ,∇l] +∇j [∇l,∇i] = [∇l,∇i]∇j + [∇j ,∇l]∇i + [∇i,∇j ]∇l

نوشت: مͳ توان

∇lR
k
nji +∇iR

k
nlj +∇jR

k
nil =− Γk

lmR
m

nji +Rk
jimΓm

ln

− Γk
imR

m
nlj +Rk

ljmΓm
in

− Γk
jmR

m
nil +Rk

ilmΓm
jn

مختصات ها همە ی در باشد، صفر مختصات Έی در اگر بنابراین، است. تانسور تساوی، چپ سمت واضحاً
قضیە ی (طبق باشد صفر آن در هموستار که دارد وجود ͳدستگاه همیشه که آن جایی از بود. خواهد صفر

:ͳیعن است. صفر عبارت این پس (۱۵

∇lR
k
nji +∇iR

k
nlj +∇jR

k
nil = ۰

است: پادمتقارن خود اول اندیس دو به نسبت ریمان انحنای تانسور .۷ قضیە ی

Rkn
ji = −Rnk

ji



۳۷ انحنا .۳ .۴

مͳ کنم: تعریف پایین اندیس های با را انحنا تانسور اثبات.

Rknji := gkmR
m

nji = ek · [∇i,∇j ]en = ek ·∇i∇jen − ek ·∇j∇ien

= ∇i

(
ek ·∇jen

)
−∇j

(
ek ·∇ien

)
−∇iek ·∇jen +∇jek ·∇ien

پس:
Rknji +Rnkji = [∇i,∇j ]

(
ek · en

)
= ۰

صفر دلیل (به است برقرار اتحاد این همچنان هم ببرم بالا را n و k اندیس اگر که است ΀واض همچنین
:(Έمتری هم وردای مشتق بودن

Rkn
ji = −Rnk

ji

به ͳقبل اتحادهای تنجش۶ از را این آورم. دست به ͳریچ تانسور برای اتحادهایی مͳ خواهم حال
مͳ آورم. دست

است: متقارن ͳریچ تانسور .۸ قضیە ی

Rij = Rji

مͳ شود: نتیجه ͳبیانک اول اتحاد j و k تنجش از اثبات.

Rj
nji +Rj

inj +Rj
jin = ۰

ساده ͳریچ تانسور حسب بر پادتقارن این با هم دوم جملە ی است. صفر ͳقبل قضیە ی دلیل به اول جملە ی
مͳ شود:

Rni = Rin

است. متقارن ͳریچ تانسور ͳیعن که

مͳ شود: تعریف زیر صورت به که اینشتین تانسور .۹ قضیە ی

Gij := Rij −
۱
۲gijR

است: صفر آن هم وردای مشتق و متقارن

∇iG
ij = ۰

مͳ آید: دست به ͳبیانک دوم اتحاد در j و k تنجش با اثبات.

∇lR
j
nji +∇iR

j
nlj +∇jR

j
nil = ۰

نوشت: ͳریچ تانسور حسب بر مͳ توان را آن اول جملە ی دو که

∇lRni −∇iRnl +∇jR
j
nil = ۰

l و n تنجش با حال
∇nR

n
i −∇iR+∇jR

jn
in = ۰

مͳ شود: ساده Rjn
in = Rnj

ni = Rj
i به توجه با آخر جملە ی که

∇nR
n
i −∇iR+∇jR

j
i = ۰

ⅽontraⅽtion۶



هندسه .۴ فصل ۳۸

پس:
∇j

(
Rj

i −
۱
۲δ

j
iR
)
= ۰

مͳ شود: i اندیس بردن بالا با که

∇j

(
Rji − ۱

۲g
ijR
)
= ۰

اینشتین: تانسور تعریف از پس
∇iG

ij = ۰
است. ΀واض ͳریچ تانسور و Έمتری تقارن از هم آن تقارن

مͳ کنم: لیست را دادم نشان بخش این در که ͳخواص

تقارن ها: ●

Rk
nji = −Rk

nij , Rkn
ji = −Rnk

ji , Rij = Rji

:ͳبیانک اول اتحاد ●
Rk

nji +Rk
inj +Rk

jin = ۰

:ͳبیانک دوم اتحاد ●
∇lR

k
nji +∇iR

k
nlj +∇jR

k
nil = ۰

اینشتین: تانسور ●
Gij := Rij −

۱
۲gijR , ∇iG

ij = ۰

مختصات تبدیل ۴ .۴
بردارها ۱ .۴ .۴

کنم: ͳبررس را مختصات تغییر تحت تعریف شده کمیت های رفتار مͳ خواهم حال

{xi}i → {x′i}i

(طبق که آن جایی از است. Rn به فضا نقاط از Έبه⁃ی⁃Έی ͳنگاشت n⁃ب̌عدی، فضای Έی مختصە ی
که: چنان دارد وجود Έبه⁃ی⁃Έی ͳتابع هستند، مختصه دو هر {x′i}i و {xi}i فرض)

x′i = f i(x۱, x۲, · · · )

از است. مشتق پذیر و پیوسته تابع این مͳ کنم فرض مͳ دهم. نشان x′ همان با را f نوشتار، ͳسادگ برای
مͳ نویسم: را پایه بردارهای تعریف هست. هم وارون پذیر که است مشخص تقارن

ei :=
∂x

∂xi
, e′i :=

∂x

∂x′i

که: آن جایی از
∂

∂x′i
=
∂xj

∂x′i
∂

∂xj

پس:

e′i =
∂xj

∂x′i
ej



۳۹ مختصات تبدیل .۴ .۴

مشابه: طور به و

ei =
∂x′j

∂xi
e′j

مͳ کنم: تعریف همچنین مͳ گویم. هم وردا تبدیل تبدیل، نوع این به

e′i :=
∂x′i

∂xj
ej

که: است ΀واض مͳ گویم. پادوردا تبدیل هم، تبدیل نوع این به

e′ie′j =
∂x′i

∂xn
∂xn

∂x′j
δij = δij

تبدیل چطور ͳموضع بردار Έی مولفە های دید مͳ توان حال هستند. جدید پایە های هم بردارهای e′iها پس
مͳ شوند:

v = viei = v′ie′i

دهم: اثر طرف دو روی را e′j که کافیست v′j محاسبە ی برای

v′j = vie′jei = vi
∂x′j

∂xk
ekei

پس:

v′j =
∂x′j

∂xi
vi

مختصات تبدیل تحت که اندیسە ای صفر کمیت های به مͳ شوند. تبدیل پادوردا صورت به مولفە ها پس
تبدیل هم وردا̸پادوردا صورت به که اندیسە ای Έی کمیت های به مͳ گویم. اس΋الر نمͳ کنند، تغییر

مͳ گویم. هم وردا̸پادوردا بردار مͳ شوند،

تانسورها ۲ .۴ .۴
مͳ کنم: تعریف را تانسور پایە ها، تانسوری ضرب با

T = T ijei ⊗ ej

پیدا بردار مثل دقیقاً را Tها ij تبدیل مͳ گذارم). خواننده عهدە ی به را آن خواص و تعریف با (آشنایی
مͳ کنم:

T ′ij = Tnm e′ien ⊗ e′jem

پس:

T ′ij =
∂x′i

∂xn
∂x′j

∂xm
Tnm

همچنین و کرد تعریف هم Tij , T i
j , Ti

j , · · · ش΋ل به کمیت هایی مشابه، طور به مͳ توان که است ΀واض
مͳ توان کرد، تعریف Έمتری فضا در بتوان اگر که است مشخص (۱ .۴) از همچنین بیشتر. اندیس های با

مثلا̈: کرد. مربوط هم به را پایین و بالا اندیس های

T i
j ei ⊗ ej = T i

jg
jk ei ⊗ ek·

است. دوگان فضای دوم، فضای که است آن دلیل به دوم، پایە ی بردار جلوی در موجود ͳداخل ضرب که
که: شد نتیجه نهایتاً مͳ شود. تبدیل پایە ها مانند همچنان ͳول

T ik = T i
jg

jk

ͳداخل ضرب وجود به توجه با حرف این آورد”. پایین و بالا Έمتری با مͳ توان را ”اندیس ها انگار ͳیعن
است. سازگار تدیلات با ͳول است نادقیق ͳکم شده گفته
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است. تانسور Έی درایە های ،Έمتری .۱۰ قضیە ی

مͳ نویسم: را Έمتری تبدیل اثبات.

g′ij = e′i · e′j =
∂xn

∂x′i
∂xm

∂x′j
ei · ej

پس:

g′ij =
∂xn

∂x′i
∂xm

∂x′j
gnm

است: تانسور Έی زیر، کمیت پس

g := gij e
i ⊗ ej = (ei · ej) ei ⊗ ej

مͳ کنم: محاسبه را تانسورها مشتق حال

∂kT = ∂k(T
ij ei ⊗ ej) = ∂kT

ij ei ⊗ ej + T ij ∂kei ⊗ ej + T ij ei ⊗ ∂kej

مͳ کنم: تعریف را هم وردا مشتق

∇kT
ij := (∂kT)ij = (ei ⊗ ej)∂kT

پس:
∇kT

nm = ∂kT
nm + Γn

ikT
im + Γm

jkT
nj

که: است ΀واض همچنین

∇kT
n
m = ∂kT

n
m + T i

mΓn
ik − Tn

jΓ
j
mk

است: صفر آن Έمتری هم وردای مشتق نباشد، م΋ان تابع صراحتاً ͳداخل ضرب اگر .۱۱ قضیە ی

∇kgij = ۰

مͳ کنم: محاسبه را Έمتری هم وردای مشتق اثبات.

∇kgij = (∂kg)ij = (∂k(en · em en ⊗ em))ij

= ∂kei · ej + ei · ∂kej + en · ej ∂kenei + ei · en ∂kenej
= ۰

است. صفر Έمتری هم وردای مشتق بنابراین، کردم. استفاده −ei∂kej = ∂ke
iej از آخر خط که

است. تانسور Έی تانسور، Έی هم وردای مشتق .۱۲ قضیە ی

مͳ نویسم: را T تانسور هم وردای مشتق اثبات.

∇′
kT

′ij := (∂′kT
′)′ij = (e′i ⊗ e′j)(∂′kT

′)

مختصات: تبدیل تحت همچنین

e′i =
∂x′i

∂xn
en



۴۱ مختصات تبدیل .۴ .۴

∂′k =
∂xl

∂x′k
∂l

T′ = T

پس:

∇′
kT

′ij =
∂x′i

∂xn
∂x′j

∂xm
∂xl

∂x′k
(∂lT)nm

پس:

∇′
kT

′ij =
∂x′i

∂xn
∂x′j

∂xm
∂xl

∂x′k
∇lT

nm

است) برقرار اندیس تعداد هر برای اثبات (این است. تانسور Έی پس

نیست. تانسور Έی درایە ی تانسور، Έی درایە ی ͳجزئ مشتق .۱۳ قضیە ی

است مشابه نتیجه هم n رنک تانسور برای مͳ کنم. ثابت (Έی رنک (تانسور بردار Έی برای اثبات.
دارد. مشتق گیری) از ͳناش) اضافه جملە ی n اضافه، جملە ی Έی بە جای ͳول

∂′iA
′j =

∂xl

∂x′k
∂l

(
∂x′i

∂xn
An

)
=

∂xl

∂x′k
∂x′i

∂xn
∂lA

n +
∂xl

∂x′k
∂۲x′i

∂xl∂xn
An

مͳ شود: تبدیل زیر صورت به و نیست تانسور Έی هموستار، .۱۴ قضیە ی

Γ′k
ij =

∂x′k

∂xn
∂xm

∂x′i
∂xl

∂x′j
Γn
ml +

∂x′k

∂xn
∂۲xn

∂x′i∂x′j

اثبات.

Γ′k
ij = e′k∂′ie

′
j =

∂x′k

∂xn
∂xm

∂x′i
en∂m

(
∂xl

∂x′j
el

)
=
∂x′k

∂xn
∂xm

∂x′i
∂xl

∂x′j
en∂mel +

∂x′k

∂xn
∂xm

∂x′i
∂۲xn

∂xm∂x′j

پس:

Γ′k
ij =

∂x′k

∂xn
∂xm

∂x′i
∂xl

∂x′j
Γn
ml +

∂x′k

∂xn
∂۲xn

∂x′i∂x′j

باشد. صفر نقطه آن در هموستار که یافت ͳمختصات مͳ توان دلخواه نقطە ی هر ازای به .۱۵ قضیە ی

ⅽontent... اثبات.

بΎیرید: نظر در را دلخواه Έکوچ مختصات تغییر Έی حال

xµ → x′µ = xµ − ξµ(x)

پس:
xµ = x′µ + ξµ

مͳ نویسم: را Έمتری تبدیل
∂xα

∂x′µ
= δαµ − ∂′µξ

α



هندسه .۴ فصل ۴۲

پس:

g′µν(x
′) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ =

(
δαµ + ∂′µξ

α
)(
δβν + ∂′νξ

β
)
gαβ(x)

مͳ آید: دست به اول مرتبە ی تا که

g′µν = gµν + gµα∂
′
νξ

α + gαν∂
′
µξ

α

مͳ نویسم: Έمتری جای گذاری با

g′µν = gµν + ∂′νξµ + ∂′µξν

است. مشخص شد ͳبررس قبل فصل در که پیمانە ای تبدیل به تبدیل، این شباهت

تانسوری چΎالͳ های ۳ .۴ .۴

Έژئودزی ۵ .۴
مͳ شود: محاسبه طول Έمتری تعریف از بیابم. را دلخواه Έمتری Έی طول کوتاە ترین خم مͳ خواهم حال

ds۲ = gµν dx
µ dxν

پس:

s =

∫ √
gµν dxµ dxν =

∫ √
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ

شود. اکسترم̌م انتگرال این مͳ خواهم است. نظر مورد مسیر برای دلخواه پرمایش پارامتر Έی λ آن در که
نوشت: اویلر⁃لاگرانژ زیر، لاگرانژی با مͳ توان

L =
√
gµν ẋµẋν (۴ .۴)

∂L

∂xα
− d

dλ

(
∂L

∂ẋα

)
= ۰

مͳ دهم: وردش را لاگرانژی ͳسادگ برای کار، این جای به ͳول .ẋ := dx/dλ آن در که

δL =
۱

۲L

(
δgµν ẋ

µẋν + ۲gµν ẋµδẋν
)

≡ ۱
۲Lδx

α∂αgµν ẋ
µẋν − δxν

d

dλ

( ۱
L
ẋµgµν

)
= δxν

(
۱

۲L∂νgµαẋ
µẋα − ۱

L
ẍµgµν − ۱

L
∂αgµν ẋ

αẋµ +
۱
L۲

dL

dλ
gµν ẋ

µ

)
آوردم: دست به را (۷Έژئودزی) مسیر کوتاە ترین معادلە ی پس

gµν ẍ
µ − ۱

۲∂νgµαẋ
µẋα + ∂αgµν ẋ

αẋµ =
۱
L

dL

dλ
gµν ẋ

µ

داشت: خواهم طرف دو در gβν ضرب با

ẍβ + gβν
(
∂αgµν − ۱

۲∂νgµα
)
ẋµẋα =

۱
L

dL

dλ
ẋβ

Geoⅾesiⅽ۷



۴۳ Έژئودزی .۵ .۴

به را آن مͳ توانم است، متقارن α و µ اندیس های به نسبت تساوی چپ سمت دوم جملە ی که آن جایی از
بنویسم: هم زیر متقارن تر ش΋ل

ẍβ + gβν
(
∂αgµν + ∂µgαν

۲ − ۱
۲∂νgµα

)
ẋµẋα =

۱
L

dL

dλ
ẋβ

مͳ آید: در زیر ش΋ل به معادله (۲ .۴) لوی⁃چویتا هموستار تعریف از

d۲xµ

dλ۲ + Γµ
αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
=

dxµ

dλ

d

dλ
lnL

آن: در که دهم تغییر s به λ از را مسیر پارامتربندی مͳ خواهم حال

ds = Ldλ

پس: مͳ گویند. افاین۸ پارامتر پارامتربندی، این به

L
d

ds
=

d

dλ

d۲xµ

dλ۲ = L
d

ds

(
L
dxµ

ds

)
= L۲ d

۲xµ

ds۲
+ L

dL

ds

dxµ

ds

کنم: ͳبازنویس را Έژئودزی معادلە ی مͳ توانم روش، این به

L۲ d
۲xµ

ds۲
+ L

dL

ds

dxµ

ds
+ L۲Γµ

αβ

dxα

ds

dxβ

ds
= L

dxµ

ds

dL

ds

به: مͳ شود ساده که

d۲xµ

ds۲
+ Γµ

αβ

dxα

ds

dxβ

ds
= ۰ (۵ .۴)

به: توجه با دارد. هم دیΎر خاصیت Έی پارامتربندی، این است. Έژئودزی معادلە ی معادله، این

ds

dλ
= L(λ)

و

L(s) =

√
gµν

dxµ

ds

dxν

ds
=

dλ

ds

√
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
=

dλ

ds
L = ۱

صورت به پارامتری هر برای واق΄، در
λ = a s+ b

است ΀واض بود. خواهد (۵ .۴) آن حرکت معادلە ی مͳ گویم، افاین پارامترهای خانوادە ی این به که
ویژه زمان حسب بر است، ͳموهوم جرم دار ذرە ی Έی ds چون همچنین است. طرفه دو نتیجه این که

بنویسم: (ds = i dτ)
L(τ)۲ = −۱

مͳ کند: ͳفرق چه حرکت معادلە ی بردارم را (۴ .۴) لاگرانژی جذر اگر ببینم مͳ خواهم حال

L̃(λ) = gµν ẋ
µẋν (۶ .۴)

Affine−Paraⅿeter۸



هندسه .۴ فصل ۴۴

مͳ کنم: اکسترمم را لاگرانژی این کنش

δs̃ =

∫ (
δgµν ẋ

µẋν + ۲gανδẋαẋν
)
dλ

≡
∫ (

∂gµν
∂xα

ẋµẋν − ۲gαν ẍν − ۲∂gαν
∂xµ

ẋµẋν
)
δxα dλ = ۰

پس:

ẍα + gαβ
(
∂gβν
∂xµ

− ۱
۲
∂gµν
∂xβ

)
ẋµẋν = ۰

مͳ آید: دست به لوی⁃چویتا هموستار تعریف و اول جملە ی متقارن سازی با قبل، مثل که

ẍα + Γα
µν ẋ

µẋν = ۰

معادلە ی جواب های بنابراین، ندارد. وجود پارامتربندی روی ͳشرط ͳول است (۵ .۴) معادلە ی همان که
شرط اعمال با ،(۶ .۴) لاگرانژی حرکت

L۲ = −۱

معادلە ی که مͳ آید کار به خاطر این به نکته این است. (۴ .۴) از ͳناش حرکت معادلە ی جواب های همان
است. سادە تر معمولا˦ (۶ .۴) حرکت

شتاب و سرعت ۶ .۴
کنم: تعریف شتاب و سرعت فضا، این در ذره Έی حرکت برای مͳ خواهم حال

v :=
dx

dt
= ẋi∂ix = ẋiei

کنم تعریف اگر پس

vi := ẋi

آن گاه:
v = viei

مͳ گیرم: مشتق عبارت این از شتاب، تعریف برای

a :=
dv

dt
= v̇iei + vivj∂jei

پس:
eka = ak = v̇k + Γk

ijv
ivj

:ͳیعن که

ak =
d۲xk

dt۲
+ Γk

ij

dxi

dt

dxj

dt

است. همراه دستگاه در صفر شتاب همان Έژئودزی معادلە ی بنابراین،



۴۵ ͳنیوتن گرانش ͳهندس نسخە ی .۷ .۴

ͳنیوتن گرانش ͳهندس نسخە ی ۷ .۴
هستند: زیر صورت به دو هر صفر، شتاب یا Έژئودزی معادلە ی

ẍµ + Γµ
αβ ẋ

αẋβ = ۰

است: زیر صورت به معادله این جملە ی بزرگ ترین باشد، نور سرعت از کمتر بسیار ذره سرعت اگر

ẍµ + Γµ
۰۰ = ۰

که: آن جایی از
Γµ

۰۰ = − ۱
۲g

µν∂νg۰۰

باشد: شده مختل ͳ΋مینکوفس به نسبت ͳکم Έمتری اگر

gµν = ηµν + hµν

آن گاه:
Γµ

۰۰ = − ۱
۲η

µν∂νh۰۰ = − ۱
۲∂

µh۰۰

پس:
ẍµ =

۱
۲∂

µh۰۰

مͳ دهد: آن فضایی مولفە های که
ẍ =

۱
۲∇h۰۰

کنم: انتخاب اگر پس
h۰۰ = −۲Φ(x)

مͳ آید: دست به حرکت معادلە ی است، ͳگرانش پتانسیل Φ(x) آن در که

ẍ = −∇Φ

مطرح اصلا̈ ͳگرانش جرم و ͳلخت جرم برابری روش، این در که کنید توجه است. ͳنیوتن گرانش همان که
است. برقرار این جا در ͳطبیع طور به موضوع این ͳیعن نشد.



هندسه .۴ فصل ۴۶



۵ فصل

ͳخط گرانش توسعە ی

مͳ کنم. ͳبررس را ͳمختلف مسائل و مͳ دهم توسعه را نظریه فصل، این در

SVT تجزیە ی ۱ .۵
مͳ شود: ظاهر جبری و ͳهندس روی΋رد دو هر در زیر ترکیب

ds۲ := gµν dx
µ dxν = (ηµν + hµν) dx

µ dxν

مͳ کنم: جدا را آن ͳزمان و فضایی بخش های

h۰۰ =: −۲Φ

h۰i =: Ai

پس:
ds۲ = −(۱ + ۲Φ)dt۲ + ۲Ai dx

i dt+ (δij + hij) dx
i dxj

کرد: هلمهلتز تجزیە ی مͳ توان را Ai مانند بردار هر

Ai = ∂iA+AT
i , ∂iAT

i = ۰

مͳ کنم: تعریف کنم. تجزیه را hij مانند تانسور Έی مͳ خواهم حال

vj := ∂ihij

مͳ نویسم: را بردار این هلمهلتز تجزیە ی

∂ihij = ∂jf + vTj , ∂jvTj = ۰

مͳ کنم: تعریف زیر لاپلاس معادلە ی جواب را Bj حال

∇۲Bj := vTj

که: آن جایی از همچنین
∇۲∂jBj = ∂jvTj = ۰

پس:
∂jBj = ۰

۴۷



ͳخط گرانش توسعە ی .۵ فصل ۴۸

مͳ کنم: تعریف آن روی از حال

h
(۱)
ij := hij − ∂iBj − ∂jBi

مͳ گیرم: مشتق

∂ih
(۱)
ij = ∂jf + vTj −∇۲Bj = ∂jf

کنم: تعریف زیر لاپلاس معادلە ی جواب را B اگر پس

∇۲B := f

کنم: تعریف و

hTij := h
(۱)
ij − ∂i∂jB

مͳ آید: دست به
∂ihTij = ∂jf − ∂j∇۲B = ۰

مشابه: طور به و
∂jhTij = ۰

کردم: تجزیه زیر صورت به را hij تانسور بنابراین

hij = ∂iBj + ∂jBi + ∂i∂jB + hTij , ∂ihTij = ۰

کرد: جدا زیر صورت به مͳ توان هم را Tij مثل تانسور هر ر̂د بخش

Tij =
۱
۳Tk

k + (Tij −
۱
۳Ti

iδij)

مͳ دهم. انجام hTij برای را کار این است. بی⁃رد۱ تانسور Έی دوم جملە ی و اس΋الر Έی اول جملە ی که
مͳ کنم: تعریف

hTT
ij := hij −

۱
۳hk

kδij − ∂iBj − ∂jBi − (∂i∂j −
۱
۳δij∇

۲)B

دست به زیر صورت به hij تجزیە ی −۲Ψ := ۱/۳hkk تعریف با نهایتاً است. بی⁃رد تانسور Έی این
آمد:

hij = −۲Ψδij + ∂iBj + ∂jBi + (∂i∂j −
۱
۳δij∇

۲)B + hTT
ij

آن: در که
∂iBi = ۰

∂ihTT
ij = ∂jhTT

ij = ۰

hTT
i
i = ۰

تجزیە ی hTT
ij تانسور BTو

i ATو
i بردارهای ،A,B,Φ,Ψ اس΋الرهای حسب بر hµν Έمتری تجزیە ی به

مͳ گویند. (SVT)۲ اس΋الر⁃بردار⁃تانسور

Traⅽeⅼess۱

Sⅽaⅼar−Veⅽtor−Tensor۲



۴۹ تجزیه ضرایب تبدیلات .۲ .۵

تجزیه ضرایب تبدیلات ۲ .۵
تبدیلات بنابراین هستند. تانسور یا بردار اس΋الر، ηµν Έمتری به نسبت این ها، از هرکدام که کنید دقت
در نیست. تانسوری یا بردار اس΋الر، لزوماً gµν Έمتری به نسبت مختصات̸پیمانه تبدیلات تحت آن ها

مͳ کنم: تعریف ͳسادگ برای مͳ شود. داده ξµ با پیمانه تبدیل مͳ نویسم. را آن ها تبدیلات ادامه،

T := ξ۰ , Li := ξi

داد: انجام هلمهلتز تجزیە ی مͳ توان هم Li روی که

Li = ∂iL+ LT
i

آوردم: دست به را تبدیلات این تحت hµν تبدیلات ۲ .۴ .۴ بخش در

h′µν = hµν + ∂µξν + ∂νξµ

بنابراین:
−۲Φ′ = h′۰۰ = −۲Φ+ ۲∂۰ξ۰ = −۲Φ− ۲Ṫ

پس:
Φ′ = Φ+ Ṫ

همچنین:
A′

i = h′۰i = h۰i + ∂۰ξi + ∂iξ۰ = h۰i + L̇i − ∂iT

پس:
∂iA

′ +AT
i
′ = ∂iA+AT

i + ∂iL̇+ L̇T
i − ∂iT

مͳ گیرم: مشتق طرف دو از

∇۲
(
A′ −A− L̇+ T

)
= ۰

مͳ آید: دست به بینهایت در مرزی شرایط با

A′ = A+ L̇− T

داشت: خواهم این مجدد جایΎذاری با

AT
i
′ = AT

i + L̇T
i

مͳ روم: hij به مربوط بخش های تبدیلات سراغ به حال

h′ij = hij + ∂iLj + ∂jLi

مͳ گیرم: ر̂د طرف دو از

h′i
i = −۲

۳Ψ
′ = −۲

۳Ψ+ ۲∂iLi = −۲
۳Ψ+ ۲∇۲L

پس:
Ψ′ = Ψ− ۱

۳∇
۲L

مͳ گیرم: ∂i طرف دو ر̂د،از جای به حال

∂ih′ij = −۲∂jΨ′ +∇۲B′
j +

۲
۳∂j∇

۲B′ = ∂ihij +∇۲LT
j + ۲∂j∇۲L



ͳخط گرانش توسعە ی .۵ فصل ۵۰

مͳ آید: دست به این در Ψ′ جایΎذاری با

۲
۳∂j∇

۲L+∇۲B′
j +

۲
۳∂j∇

۲B′ = ∇۲Bj +
۲
۳∂j∇

۲B +∇۲LT
j + ۲∂j∇۲L

مͳ گیرم: ∂j طرف دو از
۲
۳∇

۴(B′ −B − ۲L) = ۰
پس:

B′ = B + ۲L
مͳ آید: دست به j∂گیری، از قبل معادله در این جایΎذاری با

∇۲(B′
j −Bj − LT

j

)
= ۰

پس:
B′

j = Bj + LT
j

مͳ آید: دست به این ها، همە ی جایΎذاری و تبدیلات اولیە ی معادلە ی ͳبازنویس با نهایت، در و

hTT
ij

′ = hTT
ij

′

است، ∂iBi = ۰ چون (ضمناً مͳ نویسم هم کنار را همه آوردم، دست به را تبدیلات همە ی که حال
مͳ دهم): نشان BT

i با را آن

اس΋الرها: ●
Φ′ = Φ+ Ṫ

Ψ′ = Ψ− ۱
۳∇

۲L

A′ = A+ L̇− T

B′ = B + ۲L

بردارها: ●
AT

i
′ = AT

i + L̇T
i

BT
i
′ = BT

i + LT
i

تانسورها: ●
h′ij = hij

تبدیلات، این به توجه با است. شده جدا هم از کاملا̈ نوع هر تبدیلات است، مشخص که همان طور
نسبت Έکوچ مختصات تغییر تحت اس΋الر ،ͳهندس روی΋رد در (یا پیمانه⁃ناوردا کمیت چهار مͳ توان

کرد. تولید (gµν Έمتری به
Φ+ Ȧ− B̈

Ψ+
۱
۶∇

۲B

AT
i − ḂT

i

hTT
ij

درجە ی دو با تانسور Έی و آزادی درجە ی دو با بردار Έی آزادی، درجە ی Έی با اس΋الر دو آن در که
هستند. آزادی
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نقطە ای جرم گرانش ۳ .۵
است: زیر صورت به جرم دار سیال Έی برای انرژی⁃تکانه تانسور

T ۰۰ = ρ , T ۰i = (ρ+ p)vi , T ij = (ρ+ p)vivj + δijp

این برای بود. خواهد T ۰۰ = ρ همان آن صفر غیر عنصر ننها باشد، فشار بی و Έاستاتی منبع اگر که
مͳ نویسم: را اینشتین معادلات انرژی⁃تکانه، تانسور

□h̄µν = −۱۶πGTµν

مͳ دهد: µ = ν = ۰ برای پس
□h̄۰۰ = −۱۶πGρ

مͳ خواهم، را Έاستاتی حالت چون است. صفر ͳماتریس عنصرهای ͳباق برای تساوی راست سمت و
کنم: جایΎزین ∇۲ با را □ها مͳ توانم

∇۲h̄۰۰ = −۱۶πGρ

ی΋تایی قضیە ی هستند. صفر بینهایت در و مͳ کنند صدق لاپلاس معادلە ی در ͳماتریس عنصرهای ͳباق و
پس: هستند. صفر همە جا در این ها که مͳ کند الزام مرزی) شرایط (با لاپلاس معادلە ی پاس΁ های

h̄۰۰ = ۴G
∫

ρ(r′)

|r− r′|
d۳r′ =: −۴Φ(r)

h̄ = ۴Φ

:ͳطرف از
h̄µν := hµν − ۱

۲ηµνh , h = −h̄

پس:
hµν = h̄µν − ۱

۲ηµν h̄

مͳ دهد: نتیجه که
h۰۰ = −۲Φ

hi۰ = ۰

hij = −۲Φδij
رسیدم: آن به هم ۴ .۳ بخش در که است نتیجە ای همان این

h۰۰ = −۲Φ(r) , hµν = h۰۰diag(۱, ۱, ۱, ۱)

:(G = ۱ (مͳ گیرم مͳ آید در زیر ش΋ل به این جرم)، از دور نقاط در (یا نقطە ای جرم برای

Φ(R) = −m
R

بنابراین: است. ͳنیوتن پتانسیل همان که

ds۲ = −
(
۱ − ۲m

R

)
dt۲ +

(
۱ + ۲m

R

)
dR۲
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کروی: فضایی مختصات در که

ds۲ = −
(
۱ − ۲m

R

)
dt۲ +

(
۱ + ۲m

R

)
(dR۲ +R۲ dΩ۲)

جدا کاملا̈ را زاویە ای بخش متغیر تغییر Έی با مͳ توان (m/R حسب (بر باشد ͳاختلال ما مسئلە ی اگر
کرد:

r۲ := R۲
(
۱ + ۲m

R

)
پس: است. R همان r صفر مرتبە ی که کنید دقت

r۲ = R۲
(
۱ + ۲m

r

)
+O

((m
r

)۲
)

R = r
(
۱ − m

r

)
+O

((m
r

)۲
)
مͳ آید: دست به اول مرتبە ی تا پس

dR = dr

مͳ آید: در زیر صورت به اول مرتبە ی تا Έمتری پس

ds۲ = −
(
۱ − ۲m

r

)
dt۲ +

(
۱ + ۲m

r

)
dr۲ + r۲ dΩ۲

نور حرکت مسیر ۴ .۵
اویلر⁃لاگرانژ روی از مͳ توان را Έژئودزی مسیرهای .ds۲ = ۰ آن در که است ͳ΋ژئودزی مسیر نور، مسیر

کرد: محاسبه
S =

∫
ds =

∫
L(λ) dλ

L۲ = −
(
۱ − ۲m

r

)
ṫ۲ +

(
۱ + ۲m

r

)
ṙ۲ + r۲(θ̇۲ + sin۲ θϕ̇۲)

ds۲ علامت که آن دلیل به است ΀واض است. λ پرمایش پارامتر به نسبت مشتق ͳمعن به نقطه آن، در که
جای به را L۲ انتگرال مͳ توان است، صعودی و Έبه⁃ی⁃Έی تابع Έی x۲ و نمͳ شود عوض مسیر روی

پس: مͳ کند. سادە تر را جبر تنها کار این کرد. اکسترم̌م L

∂L۲

∂x
− d

dλ

(
∂L۲

∂ẋ

)
= ۰ , x ∈ {t, r, θ, ϕ}

:t برای مͳ نویسم. t, θ, ϕ برای را آن

d

dλ

[(
۱ − ۲m

r

)
ṫ
]
= ۰

ṫ =
B

۱ − ۲m/r

:θ برای است. ثابت Έی c آن در که

r۲ sin θ cos θϕ̇۲ − d

dλ

(
r۲θ̇
)
= ۰
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:ϕ برای
d

dλ

(
r۲ sin۲ θ ϕ̇

)
= ۰

نتیجه θ معادلە ی باشد. θ̇ = ۰ و θ = π/۲ اول لحظە ی در که مͳ کنم انتخاب طوری را مختصات
مͳ دهد:

d

dλ

(
r۲θ̇
)
= ۰

مͳ دهد: نتیجه ϕ معادلە ی .θ = π/۲ لحظات همە ی در پس

d

dλ

(
r۲ϕ̇
)
= ۰

است: زاویە ای تکانە ی ͳپایستگ که
r۲ϕ̇ = A

پس: نمͳ کنم. جایΎذاری را آن فعلا̈ مͳ کند. ͳط را L۲ = ۰ مسیر نور همین طور

L۲ +
B۲

۱ − ۲m/r =
(
۱ + ۲m

r

)
ṙ۲ + r۲ϕ̇۲

B۲ + L۲
(
۱ − ۲m

r

)
= ṙ۲ +

(
۱ − ۲m

r

) A۲

r۲

زیر متغیر تغییر کنم. محاسبه را r(θ) مͳ خواهم کردم. جایΎذاری را ϕ̇ دوم خط در و ṫ اول خط در که
مͳ کنم: اعمال را

u :=
۱
r

ṙ = − u̇

u۲ = − ۱
u۲

du

dϕ

A

r۲
= −Adu

dϕ

است: زیر صورت به مسیر دیفرانسیل معادلە ی پس

A۲
(
du

dθ

)۲
+ (۱ − ۲mu)(A۲u۲ − L۲)−B۲ = ۰

مͳ گیرم: مشتق بار Έی ،ͳسادگ برای

A۲ d
۲u

dθ۲ + (۱ − ۲mu)A۲u−m(A۲u۲ − L۲) = ۰

پس:
d۲u

dθ۲ + u = ۳mu۲ − mL۲

A۲

:L = ۰ نور برای
d۲u

dθ۲ + u = ۳mu۲

مͳ کنم: حل ͳاختلال صورت به را این

u = u(۰) +mu(۱)

مͳ دهد: صفرم مرتبە ی
d۲u(۰)

dθ۲ + u(۰) = ۰
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پس:
u(۰) =

۱
b
cos(θ − θ۰)

شود: θ۰ = ۰ که مͳ کنم انتخاب طوری را θ مبداء است. ثابت Έی b که

r =
b

cos θ

را اول مرتبە ی حال است. b مبداء از آن فاصلە ی کمترین که عمودیست راست خط Έی معادلە ی که
مͳ نویسم:

d۲u(۱)

dθ۲ + u(۱) = ۳(u(۰))۲ = ۳
b۲

cos۲ θ

مͳ شود: که
d۲u(۱)

dθ۲ + u(۱) =
۳

۲b۲ (cos(۲θ) + ۱)

است: زیر صورت به معادله این جواب

u(۱) =
۱
b۲

(
۳ − cos(۲θ)

۲

)
پس:

u(θ) =
۱
b
cos θ +

m

b۲

(
۳ − cos(۲θ)

۲

)
است. π/۲ آن صفرم مرتبە ی واضحاً مͳ گیرم. ϕ را است (r → ∞ ͳیعن (که u = ۰ آن در که زاویە ای

مͳ کنم: حساب معادله این از را آن م ُ΋ی مرتبە ی

ϕ(۱) =
۲
b
= ۰

پس:
ϕ =

π

۲ +
۲m
b

«انحراف» همچنین است. مقدار این برابر دو کل، انحراف زاویە ی معادله، جواب های ±ϕ تقارن دلیل به
پس: مͳ سنجم. π زاویە ی از را

∆θ =
۴m
b

مͳ شود: گرفتم)، Έی را آن ها من (که نیوتن ثابت و نور سرعت حسب بر که

∆θ =
۴Gm
c۲b

مͳ آید: دست به خورشید برای
۴Gm
c۲

≈ ۵٫۹km

مͳ آید: دست به بΎیرم، خورشید شعاع بود) مبداء از نور فاصلە ی کمینه مسئله این در (که را b اگر

۴Gm
c۲R

≈ ۱٫۷۵۱”

.[۱] کرد مشاهده ۱۹۱۹ در ادینگتون که مͳ کند ͳپیش بین را ۱٫۷۵” مقدار همان خوبی به که
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ذره حرکت مسیر ۵ .۵
هم این مسیر مͳ کند. حرکت شد محاسبه ۳ .۵ در که ͳ΋متری همان در که بΎیرید نظر در را سیارە ای
ͳپرمایش پارامتر مͳ توان همواره که دادم نشان ۵ .۴ در است. ͳمنف همواره آن L۲ی ͳول است Έژئودزی
باید L۲ = ۰ بە جای که تفاوت این با است قبل مثل معادلات همە ی پس .L۲ = −۱ که چنان یافت

مͳ دهم: قرار قبل بخش معادلات در را این کنم. جایΎذاری را L۲ = −۱

d۲u

dθ۲ + u = ۳mu۲ +
m

A۲

مͳ شود: G و c حسب بر که
d۲u

dθ۲ + u =
Gm

A۲ +
۳Gm
c۲

u۲

است: Έکوچ راست، سمت دوم جملە ی ضریب که

ϵ :=
۳Gm
c۲

است: ͳنیوتن بیضوی مدار صفرم مرتبە ی مͳ کنم. حل ͳاختلال صورت به آن گرفتن Έکوچ با را مسئله

d۲u(۰)

dθ۲ + u(۰) =
Gm

A۲

u(۰)(θ) = a cos θ +
Gm

A۲

مستقیم اختلال
نوشت: معادله از مͳ توان را آن اول مرتبە ی

d۲u(۱)

dθ۲ + u(۱) = u۲
۰ = a۲ cos۲ θ +

G۲m۲

A۴ +
۲Gma
A۲ cos θ

پس:
d۲u(۱)

dθ۲ + u(۱) = u۲
۰ =

a۲

۲ +
a۲

۲ cos(۲θ) + G۲m۲

A۴ +
۲Gma
A۲ cos θ

مͳ شود: آن ͳخصوص جواب

u(۱) =
a۲

۲ +
G۲m۲

A۴ − a۲

۶ cos(۲θ) + Gma

A۲ θ cos θ

اول: مرتبە ی تا پس

u(θ) = a cos θ − ۳Gma۲

۶c۲ cos(۲θ) + ۳G۲m۲a

c۲A۲ θ cos θ +
Gm

A۲ +
۳Gma۲

۲c۲ +
۳G۳m۳

c۲A۴

دوره این سوم جملە ی واضحاً ͳول دارند ۲π تناوب دوره اول جملە ی دو هستند. ثابت آخر جملە ی سه
بین از و آن شدن واگرا دلیل به حل این ͳول باشد. بسته نباید آن مدار بنابراین، مͳ زند. هم به را تناوب

دارد. اعتبار Έکوچ θهای در فقط اختلال، فرض رفتن
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لیندشتت⁃پوانکاره روش
مͳ کنم: اعمال را زیر متغیر تغییر اختلال، نشدن واگرا برای ،ͳقبل روش بە جای

ϕ :=
θ

k

مͳ گیرم: چنین اول مرتبە ی تا را آن است. ϵ از ͳدلخواه تابع k آن در که

k(ϵ) := ۱ + ϵk(۱) +O(ϵ۲)

به توجه با مسیر معادلە ی شود. حذف حل واگرایی که کرد خواهم تعیین طوری را k(۱) و

d۲

dθ۲ =
۱
k۲

d۲

dϕ۲

مͳ آید: در زیر صورت به
۱
k۲u

′′ + u =
Gm

A۲ + ϵu۲

پس: k = ۱ داریم ϵ از صفرم مرتبە ی تا هستند. ϕ به نسبت مشتقات که

u(۰)′′ + u =
Gm

A۲

است: زیر صورت به آن حل که

u(۰)(ϕ) = a cosϕ+
Gm

A۲

مͳ نویسم: م ُ΋ی مرتبە ی تا را معادله حال

u(۱)′′ − ۲k(۱)u(۰)′′ + u(۱) = (u(۰))۲

مͳ آید: دست به u(۰) جایΎذاری با

u(۱)′′ + ۲k(۱)a cosϕ+ u(۱) =
a۲

۲ +
a۲

۲ cos(۲ϕ) +
(
Gm

A۲

)۲
+ ۲Gma

A۲ cosϕ

در خود آزادی از است. تساوی راست سمت آخر جملە ی مͳ شد، حل واگرایی باعث که جملە ای واضحاً
مͳ کنم: استفاده k انتخاب

k(۱) :=
Gm

A۲

مͳ نویسم: را نهایی معادلە ی شد. حذف واگرا جملە ی ش΋ل، این به

u(۱)′′ + u(۱) =
a۲

۲ +
a۲

۲ cos(۲ϕ) +
(
Gm

A۲

)۲

است: زیر صورت به آن ͳخصوص جواب که

u(۱) =
a۲

۸ cos(۲ϕ) + a۲

۲ +

(
Gm

A۲

)۲
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آمد: دست به اول مرتبە ی تا پس

u(ϕ) = a cos(ϕ) + ϵ
a۲

۸ cos(۲ϕ) + Gm

A۲ + ϵ

(
Gm

A۲

)۲
+ ϵ

a۲

۲ +O(ϵ۲)

مͳ آید: دست به بΎیرم، C را ͳاضاف ثوابت همە ی اگر

u(θ) = a cos
(
(۱ − k(۱)ϵ)θ

)
+ ϵ

a۲

۸ cos(۲θ) + C +O(ϵ۲)

همە ی شامل اول جملە ی خود چون نیست معنͳ دار چندان این جا در اول» مرتبە ی «تا عبارت البته که
عبارت این سوم و دوم جملە ی واضحاً بود. لازم ΁پاس همΎرایی برای امر این ͳول است. ϵ فرد مراتب
سیاره مدار حضیض بنابراین، دارد. ۲π(۱ + ϵ) تناوب دوره نخست جملە ی ͳول دارند ۲π تناوب دوره

اندازە ی به باید دور هر در

δθ ≈ ۲πk(۱)ϵ = ۶πG۲m۲

A۲c۲

:Έانی΋م تعاریف از نوشت. هم مداری مرکز» از «خروج حسب بر را آن مͳ توان دلخواه به بچرخد.

Gm

A۲ =
۱

a(۱ − e۲)

پس:

δθ ≈ ۶πGm
ac۲(۱ − e۲)

خورشید: برای
۶πGm
c۲

≈ ۲۸km ≈ ۱٫۹ × ۱۰−۷AU

خواهند قوی تر اثر این خورشید به نزدیΈ تر سیارات برای واضحاً است. ضعیف بسیار اثر این بنابراین
زمین: و زهره عطارد، برای بود.

δθعطارد ≈ ۵٫۰ × ۱۰−۷rad/orbit

δθزهره ≈ ۲٫۶ × ۱۰−۷rad/orbit

δθزمین ≈ ۱٫۹ × ۱۰−۷rad/orbit

eهای ͳیعن) دایروی مدارهای برای واضحاً ͳول هستند. دور بر رادیان ۱۰−۷ مرتبە ی از آن ها همە ی که
که: این به توجه با نیست. تشخیص قابل آن ͳسمت تقارن دلیل به وجود) صورت در ͳحت) اثر این کم)

eعطارد ≈ ۰٫۲۰۶ , eزهره ≈ ۰٫۰۰۷ , eزمین ≈ ۰٫۰۱۷

(حدود میلادی ۱۸۵۹ سال در عطارد مدار در اثر این است. مشاهده قابل عطارد در تنها اثر این بنابراین،
این شد. تایید مشتری و زهره ͳگرانش اثرات از ͳناش اختلالات با آن تطابق عدم و مشاهده (ͳشمس ۱۲۳۷

مͳ کند. تایید را بالا محاسبات در آمده دست به مقدار ،[۲] در مشاهده

ارجاعات
[1 ]: F. W. Dyson, A. S. Eddington, and C. Davidson, ”Determination of the De-

flection of Light by the Sun’s Gravitational Field”, Philos. Trans. R. Soc. A 220,
291–333 (1920).

[2 ]: Le Verrier, U. (1859): “Lettre de M. Le Verrier à M. Faye sur la théorie de
Mercure et sur le mouvement du périhélie de cette planète”, Comptes rendus heb-
domadaires des séances de l’Académie des sciences, 49, 379–383 (Paris, 1859).
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۶ فصل

اینشتین معادلات

ͳهندس ͳ΋دینامی معادلات ۱ .۶
مرتبە ی تا را شده مختل Έمتری انحنای مͳ کنم ͳسع گرانش، نظریە ی و هندسه تناظر ادامە ی راستای ر

کنم: محاسبه اول
gµν = ηµν + hµν

هستند: این ها اول مرتبە ی تا کریستوفل نمادهای

Γα
µν =

۱
۲η

αβ
(
∂µhνβ + ∂νhµβ − ∂βhµν

)
اول: مرتبە ی تا پس مͳ شود. صفر اول مرتبە ی تا (۳ .۴) ریمان تانسور آخر جملە ی دو پس

Rα
µβν = ∂βΓ

α
µν − ∂νΓ

α
µβ

:Έمتری حسب بر

Rα
µβν =

۱
۲
(
− ∂µ∂βhν

α + ∂µ∂νhβ
α − ∂α∂νhβµ + ∂α∂βhνµ

)
:ͳریچ تانسور

Rµν := Rα
µαν =

۱
۲
(
− ∂µ∂

αhαν + ∂µ∂νh− ∂ν∂
αhαµ +□hµν

)
:ͳریچ اس΋الر

R := ηµνRµν = −∂µ∂νhµν +□h

مͳ آید: دست به بلافاصله (۱ .۳) با مقایسه از

Rµν − ۱
۲ηµνR = −۸πG Tµν

مسئله هندسە ی حسب بر فقط را حرکت معادلە ی بخواهم اگر هستند. درست اول مرتبە ی تا این ها
شد: خواهد بنویسم، (Έمتری)

Rµν − ۱
۲gµνR = −۸πG Tµν (۱ .۶)

۵۹



اینشتین معادلات .۶ فصل ۶۰

کردم: تعریف ۹ قضیە ی در که است اینشتین تانسور همان این

Gµν = −۸πG Tµν

شده نوشته گرانش نظریە ی با شوند نوشته اول مرتبە ی تا ͳوقت تنها معادلات، این که مͳ کنم تاکید مجدداً
مسئلە ی Έی به را مسئله که است این حاضر، حال در بندی فرمول این مزیت تنها ی΋یست. سوم فصل در

کردم. تبدیل ͳهندس کاملا̈
بلافاصله ۹ قضیە ی از است. آش΋ارتر آن در انرژی ͳپایستگ که است آن فرمول بندی این دیΎر مزیت

مͳ شود: ثابت
∇µT

µν = ۰

صدق انرژی ͳپایستگ در همچنان که طوری به کرد اضافه حرکت معادلە ی به هم دیΎری جملە ی مͳ توان
کند:

Gµν + Λgµν = −۸πG Tµν

این به توجه با مͳ گویم. ͳکیهان شناس ثابت Λ به است. صفر ۱۱ قضیە ی طبق Έمتری هم وردای مشتق چون
ͳکیهان شناس ثابت شد، آورده دست به ͳخط گرانش فصل در که نیست نظریە ای همان آن، ͳخط حد که

کند. حفظ را ͳقبل نظریە ی موفقیت های تا باشد Έکوچ بسیار باید وجود) صورت (در
از تنجش با نوشت. هم ͳریچ تانسور حسب بر فقط را اینشتین معادلە ی مͳ توان

Rµν +
(
− ۱

۲R+ Λ
)
gµν = −۸πG Tµν

مͳ آید: دست به
R = ۴Λ− ۸πG Tµ

µ

:ͳقبل معادلە ی در جایΎذاری با

Rµν = Λgµν − ۸πG
(
Tµν +

۱
۲Tgµν

)
مͳ شود: نتیجه خلاء در که

Rµν = Λgµν

در چه و خلاء در چه اینشتین، معادلات نیست. ͳکاف Έمتری محاسبە ی برای تنهایی به معادلات این
بنابراین است. دوم مرتبە ی دیفرانسیل معادلە ی Έی آن، بدون و ͳکیهان شناس ثابت با چه انرژی، حضور
در طوری معمولا˦ را مرزی شرایط مͳ توانم ال΋ترومغناطیس، مثل است. نیاز مرزی شرایط به آن حل برای

شود. ͳ΋مینکوفس Έمتری انرژی حضور از دور نقاط در که بΎیرم نظر

همسان گرد و همΎن حل ۲ .۶
مͳ شود: زیر صورت به همسان گرد و همΎن Έمتری

ds۲ = A(t) dt۲ −B(t) dr۲

:ͳیعن
gµν = (A(t),−B(t),−B(t),−B(t))

gµν = (A−۱(t),−B−۱(t),−B−۱(t),−B−۱(t))

کرد: محاسبه آن برای را لوی⁃چویتا هموستار مͳ توان

Γ۰
۰۰ =

Ȧ

۲A , Γ۰
i۰ = ۰



۶۱ همسان گرد حل .۳ .۶

Γn
۰۰ = ۰ , Γn

i۰ =
Ḃ

B
δni

Γn
ij = ۰ , Γ۰

ij =
Ḃ

۲Aδij

مͳ کنم: محاسبه را ͳریچ تانسور هموستار، این با

R۰۰ = −۳B̈
۲B +

۳Ḃ۲

۴B۲ +
۳ȦḂ
۴AB

Rij =

(
B̈

۲A +
Ḃ۲

۴AB

)
δij

مͳ شود: هم ͳریچ اس΋الر

R = − ۳B̈
AB

+
۳ȦḂ
۲A۲B

همسان گرد حل ۳ .۶
ثابت برای مͳ دهم. نشان را آن نقش سپس مͳ گیرم. صفر را ͳکیهان شناس ثابت ابتدا بخش، این در

مͳ آید: در زیر صورت به اینشتین معادلات صفر، ͳکیهان شناس

Rµν = ۰

نقطە ای جرم Έی ͳگرانش میدان مجدداً مͳ خواهم حال مͳ کند. صدق آن در ͳ΋مینکوفس Έمتری واضحاً
مͳ گیرم: زیر صورت به را Έمتری تقارن، روی از کنم. محاسبه را متقارن

ds۲ =
(
− ۱ +Φ(r)

)
dt۲ +

(
۱ + h(r)

)
dr۲
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