
پیوسته طیف در همΎرایی یادداشت:

ͳ΋مل سهراب

۱۴۰۴ مرداد ۲۲

چ΋یده

هیلبرت فضای در ویژە بردارهایی پیوسته عمل گرهای گرچه که داد خواهم نشان یادداشت این در
کرد تعریف هیلبرت فضای در آن ها به همΎرا دنبالە هایی مͳ توان اما ندارند،

اولیه تعاریف ۱
عمل گر مسئله، عمومیت از کردن کم بدون و ͳسادگ برای مͳ کنم. کار نظر مورد عمل گر نمایش در

مͳ کنم: تعریف Ê(ξ) عمل گر مͳ گیرم. نظر در را م΋ان

Ê(ξ) :=

{
۱ x < ξ

۰ x > ξ

پس
dÊ (ξ) = Ê(ξ + dξ)− Ê(ξ)

مͳ کند: صدق زیر روابط در عمل گر این همچنین است. کران دار و تعریف خوش حد، این

Ê(xⅿin) = ۰ , Ê(xⅿax) = 1∫
1

۰
dÊ (ξ) = 1̂

Ê(ξ)Ê(ξ′) = Ê(ξ′)Ê(ξ) =

{
Ê(ξ) ξ ≤ ξ′

Ê(ξ′) ξ ≥ ξ′
(۱)

بنویسم: زیر صورت به مͳ توانم را است) x همان م΋ان نمایش در (که م΋ان عمل گر

x =

∫
1

۰
ξ dÊ (ξ)

ترتیب: همین به و

f(x) =

∫
1

۰
f(ξ) dÊ (ξ)

فهمید مͳ توان (۱) معادلە ی ∫)از
f(ξ) dÊ (ξ)

)(∫
g(η) dÊ (η)

)
=

∫
f(σ)g(σ) dÊ (σ) (۲)

۱



ویژە بردارها به قوی همΎرایی ۲
مͳ کنم: تعریف را زیر عمل گر بΎیرید. نظر در را ε دلخواه مقدار

P̂λ :=

∫ λ+ε

λ−ε

dÊ (ξ)

این ویژە بردار ψλ کنید فرض همچنین است. تصویر گر Έی این که داد نشان مͳ توان ͳسادگ به
ϕ مانند برداری است ͳکاف است. ساده بسیار برداری چنین ساخت باشد. ۱ ویژە مقدار با عمل گر

آنگاه: .P̂λϕ ̸= ۰ که شود پیدا

ψλ =
P̂λϕ∥∥∥P̂λϕ

∥∥∥
بنابراین:

P̂λψλ = ψλ

مͳ نویسم: همΎرایی اثبات برای حال

X̂ψλ = X̂P̂λψλ =

(∫
1

۰
ξ dÊ (ξ)

)(∫ λ+ε

λ−ε

dÊ (η)

)
ψλ

دارم: (۲) معادلە ی از

X̂ψλ =

∫ λ+ε

λ−ε

ξ dÊ (ξ) ψλ

X̂)∥∥∥بنابراین: − λ1̂
)
ψλ

∥∥∥۲
= ⟨ψλ|

∫ λ+ε

λ−ε

(ξ − λ)۲ dÊ (ξ) |ψλ⟩

:ͳطرف از کردە ام. استفاده (۲) از مجدداً آن در ∫که λ+ε

λ−ε

(ξ − λ)۲ ⟨ψλ| dÊ (ξ) |ψλ⟩ ≤ ε۲
∫ λ+ε

λ−ε

⟨ψλ| dÊ (ξ) |ψλ⟩

است: واحد برابر راست سمت انتگرال ∫که λ+ε

λ−ε

⟨ψλ| dÊ (ξ) |ψλ⟩ = ⟨ψλ|
(∫ λ+ε

λ−ε

dÊ (ξ)

)
|ψλ⟩ = ⟨ψλ| P̂λ |ψλ⟩ = ۱

آمد: دست به X̂)∥∥∥نهایتاً − λ1̂
)
ψλ

∥∥∥ ≤ ε

مشابه: صورت −f(X̂))∥∥∥به f(λ)1̂
)
ψλ

∥∥∥ ≤ ε
∣∣f ′(λ)

∣∣+O(ε۲)

۲
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